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基于2.5维有限元-2.5维瑞利积分薄板声振性能研究
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摘 要：薄板为列车地板、船舶船体、飞机舱体等的主要组成单元，其声振性能的好坏直接影响其组成结构内部环境

的声学品质。基于2.5维有限元(2.5D Finite element，2.5DFE)-2.5维瑞利积分(2.5D Rayleigh’s integral)建立无限长薄板的

振动声辐射模型，结合薄板的解析模型验证该数值方法的准确性，研究薄板的频散特性和隔声性能，并进一步讨论了入

射角度、阻尼损耗因子和厚度对薄板隔声性能的影响。结果表明，无限长薄板在有限尺寸方向表现出模态特性，在无限

长方向表现出波动特性，特征波包括面内压缩波和以横截面弯曲振型波动的弯曲波；随入射角度的增加，薄板隔声吻合

频率向高频移动，且吻合频率以下频带隔声量变大；增加薄板的阻尼损耗因子有助于提高隔声低谷附近频带及吻合频率

之后频带的隔声量；随板厚的增加，隔声量第1阶低谷频率和吻合频率分别变大和变小，导致“声学短路”频带缩小，在整

个频段，隔声量因板刚度和质量的增加得到改善。该方法适用于复杂的无限长波导结构，在高频声振研究中，较传统有

限元-边界元法计算效率高，应用前景广泛。
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Abstract : Strips are the main structural components of train floors, ship hulls and aircraft cabins. Vibro-acoustics perfor-
mance of the strip plates directly affects the acoustical properties of the interior environment enclosed by the strip-formed com-
plex structures. In this paper, based on the 2.5D finite element method and 2.5D Rayleigh’s integral, the vibration and sound ra-
diation model of an infinitely long plate, i.e. a strip, is established, and validated by an analytical method published in litera-
tures. The frequency dispersion characteristics and sound transmission loss (STL) of the strip are investigated, and influence of
incident angle, damping loss factor and thickness on the STL of the strip are studied in detail. The results show that, the infinite-
ly long strip has modal characteristics in its transverse direction and wave propagation characteristics in the longitudinal direc-
tion. Modal waves include in-plane compressive waves and out-of-plane bending waves. With the increase of incident angle,
the STL coincidence frequency of the strip moves toward high frequencies and the STL below the coincidence frequency in-
creases. Raising the damping loss factor is helpful for the improvement of STL at frequencies near the dips and beyond the co-
incidence frequency. STL is significantly affected by the thickness of the strip, showing that the first dip’s frequency and the
coincidence frequency shift to high and low frequencies respectively with the increase of thickness, and narrowing the“acousti-
cal short-cut”band. The STL of the strip can be increased in the whole frequency bend by enhancing the stiffness, thickness
and mass of the strip. This method is suitable for complex infinitely long waveguide structures. It is more efficient than the tra-
ditional finite element method and boundary element method in the study of high frequency acoustic vibration.

Key words : vibration and wave; 2.5D finite element method; 2.5D Rayleigh’s integral; infinitely long plate; dispersion
relation; sound transmission loss
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薄板是加筋板、层合板等复杂结构的基本单元，

如高速列车组合地板中的外地板结构，在设计选材

时，通常会考虑相同质量下隔声性能更好的材料[1]。

因此，对薄板声振性能的研究有助于进一步了解和

掌握各种复杂结构的隔声机理。

国内外学者针对薄板的隔声量做了一系列研

究，Prasetiyo和 Thompson[2]建立了半无限薄板的声

振解析模型，并调查了不同入射角度对隔声量的影

响。Reynders等[3]基于有限元-统计能量混合法，建

立了空腔-板-空腔结构的薄板隔声模型，与实测结

果的对比表明，其与传递矩阵法和波传播法得到的

隔声量在中频吻合得更好。王笃勇[4]使用矩形管道

模型，利用有限元软件ANSYS和Virtual. Lab Acous-

tics计算了无限大单层板和双层板的隔声量，并与波

传递法得到的结果进行了对比。赵志高等[5]利用有

限元-边界元法，分析了薄板声辐射功率与板厚以及

激振力频率的关系；任亭亭[6]利用均匀分布法和周期

结构分析法研究了无限大双层薄板的声学特性；霍

新祥等[7]利用有限元声学软件ACTRAN得到了不同

材料属性、几何参数及边界条件下矩形薄板在全频

段的隔声量；黎胜等[8]还采用有限元-边界元法研究

了平面声波由空气经加筋板向水中传播的特性。以

上研究中，薄板为无限或有限结构，只能单一考虑结

构的模态特性或波动特性。而组成列车地板、船舶

船体、飞机舱体等的薄板单元，纵向尺寸远大于横向

尺寸，可假设为无限长薄板，为典型的波导结构，在

横向表现出模态特性，同时在纵向表现出波动特性。

国内外学者对于这种无限长薄板声振性能的研究

甚少。

2.5维有限元法和 2.5维瑞利积分(2.5DFE-2.5D

Rayleigh’s Integral)就是一种适合波导结构动力学

分析的方法，最早用于预测轨道结构的动力学响

应[9–10]，只需建立和求解截面的有限元模型，通过波

动理论来表征位移场在垂直截面方向的传播规律，

能有效克服传统有限元、边界元法在高频响应分析

中的缺陷，提高计算效率。因此，本文基于 2.5维有

限元和2.5维瑞利积分建立了无限长薄板声振模型，

研究了结构的频散特性和隔声性能，讨论了入射角

度、阻尼损耗因子和板厚对薄板隔声性能的影响，对

由薄板单元组成的复杂板结构的减振降噪具有一定

的理论指导意义。

1 2.5D FE-2.5D Rayleigh’’s Integral
理论

基于既考虑面内运动又考虑出平面运动的薄板

理论和Hamilton原理可得到 2.5维结构的振动控制

方程[11]为
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q ( x ) = F ( x )
(1)

其中：q(x)为结构截面的节点位移列向量，若采用 3

节点2.5维壳单元，可表示为

q ( x, t ) = ( u1,υ1,w1,θ1,u2,υ2,w2,θ2,u3,υ3,w3,θ3 )T (2)

其中：ui和 υi为节点的面内位移，wi为节点的出平面

位移，θi为节点绕 x轴的转动位移，矩阵Kn和M分别

为刚度和质量矩阵，且矩阵K4，K2，K0和M为对称矩

阵，K1为反对称矩阵，F为对应的节点力向量。对式

(1)两边进行傅里叶变换得到波数域下的控制方

程为

[ ( -iκ )4K4 + ( -iκ )2K2 + ( -iκ ) K1 +
]K0 - ω2M q͂ ( κ ) = F͂ ( κ ) (3)

当波导结构与流体相互作用时，考虑三个耦合

条件：(1) 声压作用于结构；(2) 接触面上结构的法向

速度与流体法向速度相等；(3) 将2.5D Rayleigh积分

配置节点于接触面上。结构在力激励 F͂和声压激励

P͂i条件下，通过上述三个条件可得到耦合系统的控

制方程：

[ ]K ( κ ) - ω2M q͂ = F͂ + jωρ0C1Ψ͂2.5 (4)

HΨ͂2.5 - G
∂Ψ͂2.5

∂n
=

P͂i

jω
(5)

I
∂Ψ͂2.5

∂n
- jωC2Ψ͂2.5 = 0 (6)

其 中 ：K = [ ]( -iκ )4K4 + ( -iκ )2K2 + ( -iκ ) K1 + K0 ，

ρ0 为流体密度；方程 (4)对应第一个耦合条件，

jωρ0C1Ψ͂2.5表示接触面上的声压作用于2.5维结构上

的等效节点力；方程式(5)对应第三个耦合条件，Ψ͂2.5

和
∂Ψ͂2.5

∂n
分别为边界节点的速度势向量和法向速度

向量，n为边界的法向量，H和G是由 2.5D Rayleigh

积分配置节点时产生的矩阵，P͂i为入射声压；方程式

(6)对应第二个耦合条件，I为单位矩阵，C2为将有限

元节点位移 q͂转换为边界节点位移的矩阵。

2 验证

本节中，以一块宽 1 m、厚 6 mm的无限长薄板

结合文献[2]的解析方法，就结构的频散曲线和隔声

量验证了 2.5DFE-2.5D Rayleigh’s Integral 的准确

性。该薄板如图 1所示，通过约束两端节点的平动

位移实现简支约束，材料属性如表1所示。

2.1 频散曲线的验证

首先，验证了无限长薄板的频散曲线。在自由

波动条件下（即F(x)=0，q(x, t)=q̄ei(ωt-κx)），2.5DFE控制

基于2.5维有限元-2.5维瑞利积分薄板声振性能研究 7
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图 1 无限长薄板的示意图

表 1 薄板的材料属性

杨氏模量/Pa

7.1×1010

密度/(kg∙m-3)

2.7×103

泊松比

0.332

损耗因子

0.1

方程式(1)转化为标准的特征问题，即：

||K0 + ( )-iκ K1 + ( )-iκ 2
K2 + ( )-iκ 4

K4 - ω2M = 0
(7)

其中：ω为频率，κ为无限长方向波数。式(7)可通过

给定频率ω得到特征波数 κ或给定波数 κ得到特征

频率ω，从而得到薄板的频散曲线，如图 2所示。并

与文献[2]中的解析解进行了对比。

图 2 无限长薄板的频散曲线

图2中波数为零时所对应的频率称为薄板结构

的 cut-on频率（即二维截面平面应变问题的固有频

率），具体值见表 2。由表可知，2.5DFE比文献[2]多

出两阶cut-on频率，正好是薄板的前2阶面内波对应

的cut-on频率。

2.2 隔声量的验证

平面声波斜入射至无限长薄板，入射角度按球

坐标系定义，如图3所示，其中，夹角α和 γ分别为方

位角和仰角。

图 3 平面入射波在坐标系中表示

在入射声波激励下，薄板的隔声量定义为

STL = 10 log10 ( 1
τ

) (8)

其中：τ是声功率透射系数，表示为

τ = W trans
W inc

(9)

其中：Wtrans和Winc分别为无限长薄板单位长度透射声

功率和入射声功率。入射声功率可表示为

W inc = || pi 2
lycosθ

2ρ0c0
(10)

其中：θ为入射平面波矢量在薄板上投影与波矢量的

夹角，可由入射角α和 γ表示。透射声功率可表示为

W trans = 1
2 Re ( )∫

Γ
p͂t ∗ v͂ t dΓ (11)

式中：p͂t和 v͂ t是透射面的声场声压和质点法向速度，

可通过透射面节点的速度势向量 Ψ͂2.5和法向速度向

量
∂Ψ͂2.5

∂n
插值得到。

为排除单元尺寸对隔声量的影响，确保模型验

证的准确性，首先讨论了单元大小对薄板隔声的影

响，如图4所示（声波以 γ=90°、α=45°斜入射）。从图

4可看出，在10 000 Hz以下，当在薄板1 m宽度内单

元数大于 30时，其隔声量收敛；其它角度入射条件

下，单元尺寸对隔声量的影响规律与该斜入射情况

保持一致，不再赘述。因此，为提高计算效率，在后

续的验证和计算中，薄板均按此单元大小进行网格

划分。

声波以 γ=90°、α=90°（即垂直薄板入射）斜入射

时，本文隔声数值仿真结果与文献[2]的对比如图 5

所示。由图5可知，二者计算结果吻合很好；隔声低

谷频率对应于无限长薄板的 cut-on频率（见表 2），

表 2 2.5DFE和文献[2]的cut-on频率对比/Hz

阶数

2.5DFE

文献[2]

阶数

2.5DFE

文献[2]

1

14

14

9

1 198

1 199

2

57

59

10

1 472

1 479

3

130

133

11

1 571

—

4

237

236

12

1 789

1 789

5

368

369

13

2 129

2 127

6

533

532

14

2 498

2 499

7

724

725

15

2 716

—

8

946

947

16

2 899

2 898

8
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图 4 当 γ=90°，α=45°时，单元尺寸对隔声量的影响

即图 2中各出平面弯曲波频散曲线与 y轴的交点频

率。其它角度入射条件下，验证结果与该入射角度

情况保持一致，不再赘述。

图 5 当 γ=90°、α=90°时，2.5DFE-2.5D Rayleigh’s Integral

隔声仿真结果与文献[2]的对比

因此，结合频散特性和隔声的验证结果可知，本

文建立的 2.5DFE-2.5D Rayleigh’s Integral模型是准

确有效的，可用于无限长薄板甚至复杂波导结构的

声振特性研究和减振降噪设计。

3 无限长薄板的声振性能

本节基于前面建立的 2.5DFE-2.5D Rayleigh’s

Integral模型进一步研究前述无限长薄板的频散特

性及波动特征，讨论平面声波入射角度、阻尼损耗因

子和板厚对其隔声性能的影响。

3.1 频散特性及波动特征

无限长薄板的频散曲线如图2所示。每条频散

曲线代表一种特征波在结构中传播。红色频散曲线

代表出平面的弯曲波，在薄板横向表现出弯曲模态

特征。例如，图6列出了图2中前3条红色频散曲线

对应弯曲波的截面变形情况。

由于 2.5DFE-2.5D Rayleigh’s Integral模型中考

虑了薄板的面内运动，其得到的频散曲线包括结构

的面内波。例如，图2中红点1和蓝点2所在两条频

散曲线代表薄板的面内波，其波动俯视图和截面变

图 6 前3阶弯曲波截面变形

形如图 7所示。由图 7可知，面内波不发生面外位

移，面内两方向位移耦合形成在无限长方向上传播

的前2阶压缩波。

3.2 入射角度的影响

以下研究声波分别沿无限长方向（α=90°）和沿

横向（γ=90°）斜入射时，另一入射角对无限长薄板隔

声量的影响，分别如图 8和 9所示。由图 8可知，最

后一个较大隔声低谷频率为吻合频率，为入射声波

频散平面内投影与平板第1阶弯曲波在高频处的交

点频率，例如，当声波以α=90°、γ=20°入射时，图8和

图 9中圆圈标记处对应的频率；当入射角度 γ增加

时，吻合频率向高频移动，且吻合频率以下频带隔声

量变大；除隔声吻合低谷频率外，其它隔声低谷频率

对应薄板奇数阶弯曲波频散曲线与声波频散曲线平

面投影的交点频率，例如，当声波以α=90°、γ=20°入

射时，图 8和图 9中叉标记处对应的频率。这是因

为，偶数阶弯曲波截面振型为反对称，其辐射声场在

远场点处的声压趋于零。

由图 10可知，当声波沿横向斜入射时，隔声曲

线走势与声波沿无限长方向斜入射时相似，但曲线

呈现更多峰值。这是因为，当声波沿横向斜入射时，

整个耦合系统转化为二维平面问题，结构横向模态

更容易被激发，隔声低谷频率对应图 9中的 cut-on

频率。

3.3 阻尼损耗因子的影响

提高结构阻尼能有效抑制结构的振动，从而影

响结构的振动声辐射和隔声规律，其对单一入射角

度下和混响场隔声量的影响如图 11所示。混响场

隔声量定义为

STLd = 10 log10 ( 1
τd

) (12)

基于2.5维有限元-2.5维瑞利积分薄板声振性能研究 9



第41卷噪 声 与 振 动 控 制

图 8 当α=90°时，入射角度 γ对隔声量的影响

图 9 当α=90°、γ=20°时，声波频散面内投影与薄板

图 10 当 γ=90°时，入射角度α对隔声量的影响

其中：τd为混响场声功率透射系数，定义为

τd = ∫θlim

π 2 ∫θlim

π 2
τ ( )γ,α sin2γsinαdαdγ

∫θlim

π 2 ∫θlim

π 2 sin2γsinαdαdγ
(13)

其中：θlim为积分下界角，取值依入射情况而定。本

文计算时θlim取值为0°，积分取为2°。

由图11可知，隔声低谷附近的隔声性能受阻尼

损耗因子的影响较大，随阻尼损耗因子的增加，隔声

低谷周围的隔声量逐渐提高；此外，在混响场情况

下，当频率高于临界频率（混响场隔声量最后一个明

显低谷频率，即图中圆圈标记处）时，增加阻尼能大

大改善结构的隔声量，其原因是把不同入射角的低

谷都提高了。

3.4 板厚的影响

增加板厚既能增加板的质量，又能提高板的刚

度，必将影响无限长薄板的隔声量。图12为薄板厚

度由3 mm增加至9 mm，其对 γ=90°、α=45°斜入射条

件下和混响场隔声量的影响情况。由图12可知，薄

板厚度对隔声曲线的刚度控制区、质量控制区及吻

合频率之后区域均存在很大的影响。在刚度控制

区，由于弯曲刚度随板厚增加而变大，隔声量相应提

高；在质量控制区，由隔声的质量定律可知，当板厚

或面密度加倍时，隔声量提高约6 dB；在高于吻合频

率或临界频率的区域，隔声量随板厚增加而增加；由

于薄板整体刚度随板厚增加而变大，导致隔声曲线

“声学短路”区域（第 1阶低谷与吻合频率或临界频

率之间的频带）缩小，图中圆圈标记处为吻合频率。

4 结 语

本文基于 2.5 维有限元法和 2.5 维瑞利积分

(2.5DFE-2.5D Rayleigh’s Integral)建立了无限长薄

板声振模型，研究了薄板的频散特性及波动特征，同

时，讨论了入射角度、阻尼损耗因子和板厚对隔声性

能的影响，主要结论如下：

(a) 红点1处的波形 (b) 蓝点2处的波形

图 7 面内波的波形
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(1) 无限长薄板在有限尺寸方向表现出模态特

性，在无限长方向表现出波动特性，特征波包括面内

压缩波和以横截面弯曲振型波动的弯曲波；

(2) 随入射角度的增加，无限长薄板隔声吻合频

率向高频移动，且吻合频率以下频带隔声量变大；

(3) 增加薄板的阻尼损耗因子有助于提高隔声

低谷附近频带及吻合频率之后频带的隔声量；

(4) 增加板厚能有效提高无限长薄板在整个频

段的隔声性能，隔声“声学短路”区域随板厚增加而

缩小。

(5) 该方法适用于复杂的无限长波导结构，在高

频声振研究中，较传统有限元-边界元法计算的效率

更高，具有广泛的应用前景。
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(a) γ=90°，α=45° (b) 混响场

图 11 阻尼损耗因子对隔声量的影响

(a) γ=90°，α=45° (b) 混响场

图 12 板厚对隔声量的影响
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