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梁结构振动支承约束反力控制
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（ 1. 中国飞机强度研究所，西安 710065； 2. 西北工业大学 航空学院，西安 710072 ）

摘 要：支承或连接构件对梁结构的动力学性能有至关重要影响，必须保证其在振动过程中不发生破坏或者失效。

通过合理设计和布局附加弹性支承可以实现对这些重要连接构件所承受约束反力的控制。应用微分变换法推导含附

加支承的梁结构支承约束反力及其对于附加支承位置和刚度的灵敏度表达式，并通过优化设计附加支承位置和刚度

实现具有弹性约束端的简支梁结构各支承约束反力的平衡，可提高结构的动力学性能。
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Optimal Design of Beam Structure Supports for Controlling
Constraint Reaction Forces during Vibration

TIAN Rui 1, 2, WANG Dong 2

( 1. Aviation Industry Aircraft Strength Research Institute, Xi’an 710065, China;

2. School of Aerospace Engineering, Northwestern Polytechnical University, Xi’an 710072, China )

Abstract : Supports and connecting members have a great influence on the dynamic performance of beam structures.

Reasonable design and layout of the additional elastic supports can control the restraint reaction forces of these important

connecting members. In this paper, the differential transformation method is used to derive the expression of the restraint

reaction forces of supports of the beam with additional supports and the sensitivity of the reaction forces to the position and

stiffness of the additional supports. Through the rational design of the position and stiffness of the additional supports, the

balance of the reaction forces of the supports is realized, and the dynamic performance of the structure is improved.

Key words : vibration and wave; support; reaction force; position and stiffness; differential transformation;

optimization design

梁是工程结构中一种最基本的构件，其动力学

性能对结构或系统的整体性能有着至关重要的影

响。因此，梁的动力学问题也得到了研究人员的广

泛关注，并发表了许多研究成果。Akesson等[1]研究

指出，存在一个最小的支承刚度可以使得悬臂梁的

第1阶固有频率达到最大。Wang[2]研究了内部含有

附加弹性支承的梁结构的振动问题，求得将梁的基

频达到最大化时需要的最小支承刚度,还研究了轴

力对梁的固有频率的影响。Wang等[3–5]研究了附加
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支承刚度和位置的优化问题，推导了梁的固有频率

对支承位置和刚度的灵敏度公式，并从理论上计算

了将梁的第 1阶固有频率提高到第 2阶时的最小支

承刚度。Chang等[6]分析了内部含有铰支承的梁结

构在随机激励下的动力学响应。Aydin[7]研究了梁的

动响应优化问题，通过优化支承位置和刚度来最小

化悬臂梁的动响应。Xiao等[8]分析了受轴向载荷作

用的梁结构在支承激励下的动响应。

上述诸多研究成果多是关于梁结构固有频率和

动响应的计算及优化问题，这是由于固有频率对于

梁结构的振动性能十分关键，提高低阶固有频率可

以避免结构在较低的外激励频率下就发生共振，从

而避免了由于共振导致的破坏或失效。但是，在实

际工程中，梁结构的破坏并不完全由于共振引起。

许多情况下，即使结构没有发生共振也可能被破坏，

而且往往是从支承或接头处开始的。例如，飞机上

经常出现的管道卡箍断裂问题。梁结构通常是通过
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支承或连接结构固定到基础上的，所以必然会承受

基础通过支承传递过来外激励。梁在外激励作用下

处于强迫振动时，支承将外载荷传递到基础，因此必

然会承受外载荷的作用。若支承位置及刚度设计不

合理，就极有可能导致某些支承因承受过大载荷或

产生过度变形而发生破坏。这将导致结构约束的减

少，在外激励作用下其振动将更加剧烈，进而导致其

余支承因承受载荷过大而相继破坏，最终引起整个

结构或系统的破坏或失效，甚至引发灾难性事故。

因此，在设计梁的支承时，必须考虑支承承受的载荷

情况。特别是当支承承受的载荷过大时，必须对支

承载荷进行优化或控制。

学者们已经运用各种方法研究了含附加支承的

梁结构的动力学问题。例如，理论法[3]、格林函数

法[9]、瑞利-里兹法[10]等。虽然上述几种方法都可以

用于计算支承的动态约束反力，但是需要求解的未

知量比较多。尤其是当梁结构内含多个附加支承

时，计算量非常大。因此，文中引入一种十分便捷的

计算方法—微分变换法(Differential Transformation

Method，DTM)。微分变换法最初是由赵家奎[11]提出

用于求解线性和非线性的电路分析中初值问题的。

基于泰勒级数展开，DTM提供了一种有效的求解线

性和非线性微分方程的简单方法。林彬等[12]用

DTM来解非线性微分方程，通过求解生物学方面的

非线性微分方程模型的几个实例来验证这个方法的

准确性和有效性。Chen等[13]使用这种方法来研究了

Timoshenko梁横向振动时，在轴向载荷作用下产生

的扭曲响应。该方法也适用于内部含附加支承的梁

结构的支承约束反力的计算及优化，当将支承点处

的连续性和协调性条件运用到该方法中时，还可以

推导出支承约束反力及其对附加支承刚度和位置灵

敏度的表达式，这将大大提高支承约束反力的优化

设计效率。

1 微分变换法

基于泰勒级数展开的微分变换方法提供了一种

简单的方法来求解高阶泰勒展开式系数。一般的微

分方程可以转化为代数方程，从而很容易得到一个

封闭的级数解。

解析函数w(x)的第k个微分变换定义为[14]

W ( k ) = 1
k ! ( )dkw ( x )

dxk (1)

则w(x)可以表示为

w ( x ) =∑
k = 0

∞ ( x - x 0 )k W ( k ) (2)

由式(2)可知，解析函数w(x)是由泰勒级数展开

得 到 的 。 当 截 取 项 数 N 足 够 大 时 ，w ( x ) =

∑
k = N

∞ ( x - x 0 )kW ( k ) 的值非常小。因此解析函数w(x)

可以表示为

w ( x ) =∑
k = 0

N ( x - x 0 )kW ( k ) (3)

实际应用中N的取值由精度 ε确定。

表1为微分变换法中常用的基本数学运算[14]：

表 1 微分变换法中基本数学运算

w ( x ) = y ( x ) ± z ( x )
w ( x ) = Ay ( x )
w ( x ) = dy ( x )

dx
w ( x ) =

dn y ( x )
dxn

W ( k ) = Y ( k ) ± Z ( k )
W ( k ) = AY ( k )

W ( k ) = ( k + 1)Y ( k + 1)
W ( k ) = ( k + 1) ( k + 2 )⋯( k +

n )Y ( k + n )

2 微分变换法在梁结构中的应用

2.1 梁结构模型

如图1所示，假设梁结构受到基础加速度激励。

图 1 附加一个中间支承的弹性边界梁结构模型

假设基础位移为wg(t)，梁相对基础的位移为wr

(x，t)，绝对位移w(x，t)，即：

w ( x, t ) = wr ( x, t ) + wg ( t ) (4)

基于Euler-Bernoulli梁模型，图 1中梁的弯曲振

动的运动微分方程可写成如下形式[5]：

EI
∂4wr ( x, t )

∂x4
+ m

∂2wr ( x, t )
∂t2

+

c
∂wr ( x, t )

∂t
= -mẅg ( t ) ( x ≠ s )

(5)

式中：EI为抗弯刚度，m为单位长度梁质量，c为结构

阻尼系数。ẅg ( t )即为基础加速度 a(t)，不妨假设梁

结构受到的是简谐的基础加速度激励，即：

a ( t ) = a0ejωft (6)

则式（5）可写成如下形式：

EI
∂4wr ( x, t )

∂x4
+ m

∂2wr ( x, t )
∂t2

+

c
∂wr ( x, t )

∂t
= -ma0ejωft ( x ≠ s )

(7)

为了便于推导，需要把各参数无量纲化，即：

γs = ksL3

EI
, γ1 = k1L3

EI
, γ2 = k2L3

EI

η = wr

L
, ξ = x

L
, b = s

L

(8(a))
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C = cL2 ( )1
mEI

1
2 , τ = t

L2 ( )EI
m

1
2

q = ma0L3

EI
, λf = ωfL2 ( )m

EI

1
2

(8(b))

将式(8)代入式(7)得：
∂4η
∂ξ 4

+
∂2η
∂τ 2

+ C
∂η
∂τ

+ qejλfτ = 0 ( ξ ≠ b ) (9)

由于外激励具有简谐形式，所以式(9)的解可以
表示为

η ( ξ,τ ) = w̄ ( ξ ) ejλfτ = ì
í
î

w̄1 ( ξ ) ejλfτ 0 ≤ ξ ≤ b
w̄2 ( ξ ) ejλfτ b ≤ ξ ≤ 1 (10)

代入式(9)中：
∂4 w̄ ( ξ )
∂ξ 4

- λ2
f w̄ ( ξ ) + jCλfw̄ ( ξ ) + q = 0 ( ξ ≠ b ) (11)

2.2 振动微分方程的微分变换

对式(11)按照式(1)进行微分变换得：

ü
ý
þ

ï

ï

24W ( 4 ) + ( jCλf - λ2
f )W ( 0 ) + q = 0

W ( 4 ) = - ( jCλf - λ2
f )W ( 0 ) + q
24

(12)

式(11)两边同时对ξ求k+1(k=0，1，…)阶导数，并

进行微分变换得：

W ( k + 5 ) = - ( jCλf - λ2
f )W ( k + 1)

( k + 2 ) ( k + 3 ) ( k + 4 ) ( k + 5 ) (13)

显然，当K≥4时，W(K)均可由W(0)、W(1)、W(2)、

W(3)的线性组合表示。

由于位移响应的表达式分为两段，因此需要在

附加支承两侧分别选取一点进行微分变换。为了计

算简便，通常可以选取梁两端点，即 ξ0=0和 1。所以

将产生 8个未知量W1(0)、W1(1)、W1(2)、W1(3)；W2(0)、

W2(1)、W2(2)、W2(3)。不妨设其为A1、…、A8。这 8个

未知量的求解需要应用两个约束端的边界条件以及

附加支承点处的协调条件。

2.3 边界条件和附加支承点处协调条件

(1) 左边界：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

|

|
||

∂2η ( ξ, τ )
∂ξ 2

ξ = 0

= 0

|

|
||

∂3η ( ξ, τ )
∂ξ 3

ξ = 0

= -γ1 |η ( ξ, τ )
ξ = 0

⇒ {A3 = 0
6A4 = -γ1A1

(14)

(2) 右边界：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

|

|
||

∂2η ( ξ, τ )
∂ξ 2

ξ = 1

= 0

|

|
||

∂3η ( ξ, τ )
∂ξ 3

ξ = 1

= γ2 |η ( ξ, τ )
ξ = 1

⇒ {A7 = 0
6A8 = γ2A5

(15)

据此可知，需求解的未知量为：A1、A2、A5、A6，而

这4个未知量可由附加支承点处的协调条件确定。

(2) 协调条件：

ì

í

î

ïï
ïï

η ( b-,τ ) = η ( b+,τ )
η′ ( b-,τ ) = η′ ( b+,τ )
η″ ( b-,τ ) = η″ ( b+,τ )
η‴ ( b-,τ ) - γη ( b-,τ ) = η‴ ( b+,τ )

(16)

由于位移响应表达式(10)又可以表示为

η ( ξ,τ ) =
ì

í

î

ïï
ïï

∑
k = 0

∞

ξkW1 ( k ) ⋅ ejλfτ 0 ≤ ξ ≤ b
∑
k = 0

∞ ( ξ - 1)kW2 ( k ) ⋅ ejλfτ b ≤ ξ ≤ 1
(17)

代入式(16)，得：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

∑
k = 0

∞

bkW1 ( k ) =∑
k = 0

∞ ( b - 1)kW2 ( k )

∑
k = 0

∞

kbk - 1W1 ( k ) =∑
k = 0

∞

k ( b - 1)k - 1W2 ( k )

∑
k = 0

∞

k ( k - 1) bk - 2W1 ( k ) =∑
k = 0

∞

k ( k - 1) ( b - 1)k - 2W2 ( k )

∑
k = 0

∞

k ( k - 1) ( k - 2 ) bk - 3W1 ( k ) - γs∑
k = 0

∞

bkW1 ( k ) =

∑
k = 0

∞

k ( k - 1) ( k - 2 ) ( b - 1)k - 3W2 ( k )
(18)

由式 (18)即可得到如下形式的齐次线性方

程组：

BA = F (19)

其中：B是关于b、γs、γ1、γ2、λf的4阶方阵；

A=[A1，A2，A5，A6]T；

F是式(19)中常数项组成的列阵，由外激励幅值

a0确定。

2.4 支承约束反力计算

由式(19)即可求解未知量组A，从而可以得到边

界及附加支承的约束反力。

(1) 边界约束反力：

Rγ1 = |-γ1 η ( ξ,τ )
ξ = 0 =

|

|
||

∂3η ( ξ, τ )
∂ξ 3

ξ = 0
= 6A4ejλfτ (20)

Rγ2 =
|-γ2 η ( ξ,τ )
ξ = 1

|

|
||= - ∂3η ( ξ, τ )

∂ξ 3

ξ = 1
= -6A8ejλfτ (21)

(2) 附加支承约束反力：

Rγs = - |γsη ( ξ,τ )
ξ = b = - |

|
||γs∑

k = 0

∞

ξkW1 ( k ) ⋅ ejλfτ

ξ = b
=

-γs∑
k = 0

∞

bkW1 ( k ) ⋅ ejλfτ

(22)

将式(21)至式(23)乘以EI/L2，即可得到有量纲的
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约束反力。

对于无附加支承的简单梁结构，未知量的求解

只需由边界条件即可确定，推导方法与此类似。

采用微分变换法计算梁结构的固有频率时，只

需再删去振动微分方程中的阻尼项和外激励项，重

复上述微分方程的求解过程，最后由未知系数有非

零解的条件|B|=0求解各阶固有频率。

2.5 灵敏度计算

由式(21)至式(23)还可以计算支承约束反力对

附加支承位置和刚度的灵敏度。

(1) 约束反力对附加支承位置的灵敏度：

∂Rγ1

∂b
= 6

∂A4
∂b

ejλfτ (23)

∂Rγ2

∂b
= -6

∂A8

∂b
ejλfτ (24)

∂Rγs

∂b
= -γs∑

k = 0

∞ ( )kbk - 1W1 ( k ) +

bk ∂W1 ( k )
∂b

⋅ ejλfτ (25)

可发现上述灵敏度表达式都间接转换成了求A

对附加支承位置 b的导数。由式(20)可知，A对 b的

导数可表示为
∂A
∂b

= B-1 ∂F
∂b

- B-1 ∂B
∂b

B-1 F = -B-1 ∂B
∂b

B-1 F (26)

(2) 约束反力对附加支承刚度的灵敏度：

∂Rγ1

∂γs
= 6

∂A4

∂γs
ejλfτ (27)

∂Rγ2

∂γs
= -6

∂A8

∂γs
ejλfτ (28)

∂Rγs

∂γs
= -∑

k = 0

∞ ( )bkW1 ( k ) +

γsbk ∂W1 ( k )
∂γs

∙ ejλfτ (29)

同理，A对 γs的导数可表示为

∂A
∂γs

= B-1 ∂F
∂γs

- B-1 ∂B
∂γs

B-1 F = -B-1 ∂B
∂γs

B-1 F (30)

通过灵敏度可以快速确定设计变量的优化方

向，提高优化效率。

3 目标函数

优化梁结构支承约束反力时，若梁本身无法再

更改，此时通过优化支承位置和刚度同样可以实现

对支承承受载荷的控制。优化过程中，可以把支承

的位置 s和刚度 k作为设计变量，以各支承约束反力

幅值的均方根误差(root-mean-square-error，RMSE)

为优化目标函数，构建如下数学模型：

ì
í
î

ï

ï

find k, s
min f ( k, s )
s.t. s⊂ ( 0,L ), k ⊂ ( 0,∞ )

(31)

其中：

f = 1
n∑i = 1

n ( ||Ri - R̄ )2 , R̄ = 1
n∑i = 1

n

||Ri

n为约束反力总个数。

4 数值算例

以图 1所示的梁结构为例，梁跨度 L=1.0 m，直

径 D=0.05 m，弹性模量为 E=68.6 GPa，密度为

ρ=2 800 kg/m3；阻尼系数 c=0.05 N·s/m；两端约束刚

度k1=2k2=50 kN/m；激励幅值a0=10 g，g=9.8 m/s2。

4.1 跨中不含附加支承(ks=0)

表 2 为分别用微分变换法（DTM）和有限元法

(FEM)计算所得的前4阶固有频率。DTM中取前20

项，FEM中将梁离散为 20个均匀单元。显然，这两

种方法计算的固有频率几乎相同，仅第 4阶固有频

率的有较小误差。

表 2 结构固有频率/Hz

ωn (Hz)

1

2

3

4

DTM

16.892

32.846

223.453

608.444

FEM

16.892

32.846

223.453

608.455

表 3为 3种典型外激励频率作用下两个约束端

的约束反力。由表 3中数据可知，两端的约束反力

很不平衡。右端约束刚度小于左端，反而承受了更

大的约束载荷。特别是当外激励频率为 1.5 ω1时，

右端约束反力是左端的近 8倍，这非常不利于支承

的安全性。还可以看出，当结构发生共振时，不仅是

结构本身位移响应大，支承约束反力也非常大。

4.2 跨中含一个附加弹性支承

通过增加附加支承不仅可以实现对支承约束反

力的均衡，同时还可以提高结构固有频率，避开共

振。下面给出了两种不同优化目标下的优化结果。

（1）优化目标：R1=Rk=R2

图 2为 3种不同外激励频率下约束反力均方根

误差（RMSE）随附加支承位置和刚度的变化情况。

观察可知，3种不同外激励频率下，均方根误差都只

有唯一最小值点，其所对应的附加支承位置和刚度

即为最优结果。

表 4为 3种典型外激励频率工况下的最优附加

支承位置和刚度。显然，使均方根误差最小的附加

支承位置和刚度条件即为实现各支承约束反力近似

等值设计所需的附加支承条件，满足此条件即可达

到均衡各支承约束反力的目的。而且，随外激励频

率的增大，最优附加支承刚度值在逐渐减小，而最优
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支承位置将逐渐向右端点靠近。同时，由于结构固

有频率得到增大，因此与表3对比可知，在外激励为

ω1的工况下，两个约束端的约束反力大幅减小，有效

避开了共振的影响。

（2）优化目标：R1=2R2

由表 4可知，虽然两个约束端刚度 k1=2k2，但是

左侧约束端的约束反力却小于右端约束反力，这将

不利于弱支承的安全性。下文将通过附加支承位置

和刚度的优化，使得约束反力R1=2R2，即两个约束端

承受的载荷按刚度比分配，实现保护弱约束支承及

等强度支承设计目的。

由图 3可知，3 种典型外激励频率下均方根误

差（RMSE）的极值点均不唯一，因为存在多组刚度

和位置匹配条件均可满足 R1=2R2的优化目标。但

是，它们有共同且最小的附加支承刚度条件 ks=25

kN/m，此时附加支承必须位于右端点。同时，随附

表 4 优化结果

ωf

0.5 ω1

ω1

1.5 ω1

最优支承条件

k/(kN∙m-1)

31.915

30.421

28.244

s/ m

0.521

0.600

0.731

R/N

R1

Rk

R2

R1

Rk

R2

R1

Rk

R2

212.166

213.357

214.378

485.994

488.876

489.981

420.120

420.986

420.636

RMSE/N

0.817

2.825

0.126

加支承刚度的增大，满足要求的附加支承位置将逐

渐向左端点移动。

表5列出了最小附加支承刚度条件及支承约束

反力。由于此时附加支承位置在右端点，而实际工

程中有时在结构接头处增加附加支承并不容易实

现。此时需要适当增大支承刚度，而将支承位置向

梁跨中移动。

表6给出了附加支承刚度增加到50 kN/m时，满

足优化目标的附加支承位置条件及支承约束反力。

但是当外激励频率增大 1.5 ω1时，支承约束反力比

较大，这是由于此时结构的第 1阶固有频率增大到

与外激励频率较接近，所以导致约束反力较大。

因此实际中还需考虑共振的影响，要在避免共

振的前提条件下，尽可能平衡各支承约束反力。

表 5 最小支承刚度条件

ωf

0.5 ω1

ω1

1.5 ω1

附加支承条件

k/(kN∙m-1)

25

s/ m

1.0

R/N

R1

Rk

R2

R1

Rk

R2

R1

Rk

R2

321.074

160.054

160.054

756.662

378.331

378.331

599.531

299.767

299.767

RMSE/N

0.0

0.0

0.0

(a) ωf =0.5 ω1 (b) ωf =ω1 (c) ωf =1.5 ω1

图 2 R1、R2、Rk的均方根误差（RMSE）

表 3 端点约束反力

ωf

0.5 ω11

ω1

1.5 ω1

R/N

DTM

R1

344.793

2.496×1066

36.390

R2

364.642

3.375×1066

283.500

FEM

R1

344.793

2.504×1066

36.393

R2

364.641

3.386×1066

283.503

Error/(%)

R1

0.0

0.320

0.0

R2

0.0

0.335

0.0
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表 6 中间附加支承条件

ωf

0.5 ω1

ω1

1.5 ω1

附加支承条件

k/(kN∙m-1)

50

s/m

0.743

R/N

R1

Rk

R2

R1

Rk

R2

R1

Rk

R2

243.808

250.556

121.970

429.398

440.897

214.522

1 611.366

1 649.255

801.290

RMSE /N

0.001

0.008

4.823

5 结 语

本文将微分变换法拓展应用于跨中含附加支承

的梁结构支承约束反力的计算及优化问题。推导了

约束反力及其对附加支承位置和刚度的灵敏度的表

达式。从而可以快速确定附加支承刚度和位置的变

化对这些连接构件约束反力的影响。

研究表明，梁结构振动过程中各支承所承受的

载荷往往不均衡，通过合理设计附加支承刚度和位

置可以实现对支承约束反力的控制，从而实现对结

构系统振动性能的改善及结构疲劳使用寿命的

提高。
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