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摘 要：基于微分求积有限元(DQFEM)和铁木辛柯梁理论研究轴向变截面功能梯度旋转轴自由振动特性。首先利

用上述理论和方法建立理论分析模型；然后将基于该模型所得的计算结果与已有文献和有限元软件ANSYS进行对比

验证,结果表明该模型具有准确性、稳定性和通用性；最后采用上述模型分别研究变截面锥度系数和梯度系数对转轴固

有频率和临界转速的影响，结果表明变截面锥度系数和梯度系数均会对转轴的固有频率和临界转速产生不同程度影

响。同时发现转轴涡动频率（固有频率）会随转速增加发生分岔现象。
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Free Vibration Characteristics of Functionally Gradient Rotating
Shafts with Variable Sections
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Abstract : Based on the differential quadrature finite element method (DQFEM) and the theory of Timoshenko beams,
the free vibration characteristics of the functionally gradient rotating shaft with variable cross-sections are studied. Firstly,
the theoretical analysis model is established by using the above theory and method. Then, the calculation results of the pre-
sented model are compared with those of the existing literatures and the finite element software ANSYS for verification. The
results show that the model is accurate, stable and universal. Finally, the influences of the taper coefficient and gradient coef-
ficient on the natural frequency and critical speed of the shaft are investigated by using the established model. The corre-
sponding results show that both the taper coefficient and gradient coefficient have different effects on the natural frequency
and critical speed. Meanwhile, it is worth mentioning that the torrsional natural frequency of the shaft will bifurcate with the
rotating speed increasing.

Key words : vibration and wave; differential quadrature; functionally gradient rotation shaft; taper coefficient with vari-
able cross-section; gradient coefficient; natural frequency; critical speed

旋转轴作为动力传输的重要部件，在数控加工

和航空航天等工程领域有着广泛应用。随着生产力

发展，各向同性材料已经不能满足旋转轴高速旋转

的工作要求，迫切需要具有特殊力学性能的新型材

料来取代各向同性材料。功能梯度材料(FGM)作为

一种新型材料具有改善质量分布、减少热应力、提高
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强度等一系列优点，引起国内外学者的关注。

葛仁余等[1]基于欧拉梁理论，采用插值矩阵法

（IMM）研究了轴向力作用的轴向功能梯度欧拉梁的

自由振动特性；汪亚运等[2]采用切比雪夫多项式得到

轴向非均匀变截面梁的自由振动特性，并分析了梯

度参数、边界条件等对固有频率的影响；韩伟等[3]基

于欧拉-伯努利梁理论和动态刚度分析方法推导动

态刚度矩阵，研究旋转变截面梁的自由振动特性；王

囡囡等[4]基于哈密尔顿原理，建立中心刚体-柔性梁

的动力学模型，研究旋转变截面梁的自由振动特性；

关先磊[5]采用微分求积法来求解梁板壳耦合振动特

性；张永旺等[6]基于Raleigh梁理论建立柔性自转轴
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的动力学方程，运用Galerkin方法求解系统的频率

和模态；黄小林等[7]基于复合材料薄板理论推导出轴

向运动功能梯度材料薄板的运动方程，采用Galerkin

方法计算其自由振动和屈曲特性；陶彦鸣等[8]采用

Chebyshev 谱方法研究变截面欧拉梁的动态特性。

Dong等[9]通过假设模态法和拉格朗日方程推导旋转

功能梯度锥形空心圆截面梁的动力学方程，求解梁

的自然频率与模态；Shabanlou等[10]运用高阶剪切变

形梁理论进行功能梯度旋转圆柱梁的自由振动特性

研究；Huang 等[11]采用Spectral-Tchebychev方法推导

旋转功能梯度锥形圆截面梁的控制方程，研究其旋

转频率和临界转速；Nikbakht等[12]详细介绍了功能

梯度结构的性能，并对其进行系统的概述。

本文基于铁木辛柯梁理论得到变截面功能梯度

旋转轴的动能和势能，将能量表达式用微分求积权

系数矩阵表示，得到单元质量矩阵和刚度矩阵,利用

有限元法对上述所求的单元矩阵进行组装得到整体

质量矩阵和刚度矩阵以及陀螺矩阵。将基于微分求

积有限元(DQFEM)得到的变截面功能梯度轴的无

量纲频率与参考文献对比，验证本方法的准确性、稳

定性和通用性；紧接着在简支边界条件下探究变截

面锥度系数和梯度系数对变截面功能梯度旋转轴固

有频率的影响；最后在简支边界条件下探究变截面

锥度系数和梯度系数对变截面功能梯度旋转轴临界

转速的影响。

1 理论推导

1.1 模型描述

图1所示为变截面功能梯度旋转轴的动力学模

型。该模型基于铁木辛柯梁理论，考虑4个自由度，

用 us和 vs分别表示沿 x轴和 y轴方向移动；θx和 θy分

别表示绕x轴和y轴方向旋转。其材料属性沿 z轴方

向连续变化，即材料密度ρ、弹性模量E、剪切模量G

是关于 z的变量。

图 1 变截面功能梯度旋转轴

1.2 动 能

如图2所示，在静止坐标系下，以转轴中心线上

的一点为研究对象，其中 rO0OP表示转轴上一点的位

图 2 矢量示意图

移矢量，i0、j0、k0、i1、j1、k1分别表示静止坐标系和连体

坐标系下的方向向量，通过式(1)在静止坐标系和连

体坐标系下分别求解位移矢量 rO0O1和 rO1P,并进行矢

量叠加得到在静止坐标系下转轴上任意一点的位置

矢量 r0op。
rOO1 = usi0 + vs j0 + 0k0

rO1OP = rcosθi1 + rsinθj1 + 0k1
(1)

对于转轴上一点转动的描述，可将旋转轴类似

刚体进行处理，即将转轴上一点转动转化为刚体定

点转动。本文采用卡尔丹角描述刚体定点转动，结

果如图3所示：

(1) 坐标系xyz绕x轴转动α得到坐标系x1y1z1；

(2) 坐标系x1y1z1绕y1轴转动β得到坐标系x2y2z2；

(3) 坐标系 x2y2z2绕 z2轴转动 γ得到坐标系 x3y3z3

(ξηζ)；

通过上述3次转动实现坐标系 xyz到坐标系 ξηζ

之间的转换，式（2）是实现 xyz 到 ξηζ的坐标变换

矩阵。

图 3 卡尔丹角
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采用卡尔丹角描述刚体的定点运动，角速度的

合成也是采用矢量叠加，在连体坐标系下任意一点

角速度分别用ωb表示。

ωb = α̇ξ + β̇η + γ̇ζ (3)

由于α、β、γ值较小，参考《多刚体动力学基础》[13]

对变换矩阵进行简化，得到矩阵A1。

A1 = é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

cosβcosγ -cosβsinγ sinβ
sinγ cosγ 0
0 0 1

T

(4)

通过简化后坐标变换矩阵，可以求得在连体坐

标系下转轴上任意一点相对于静止坐标系的角速

度ωrb。

ωrb =
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

α̇cosβcosγ + β̇sinγ
-α̇cosβsinγ + β̇cosγ
α̇sinβ + γ̇

(5)

对于刚体上一点转速的计算，参考《理论力

学》[14]中刚体运动学中运动坐标与牵连速度的描述，

计算转轴上一点转速。

vOP = d
dt ( )rOO1 + d

dt ( )rO1OP = ṙOO1 + ωrb × rO1OP + ṙO1OP

(6)

将根据式 (6)求得转速代入到式 (7)计算转轴

动能。

T = 1
2 ρ ∫0z ∫0r ∫02π v2

OPrdrdθdz (7)

从而通过计算可以得到静坐标系下转轴动能的

表达式(8)，其中 S 表示轴的截面积，I 表示截面惯

性矩。

T = 1
2 ρ ∫0z éëêê

ù

û
úú

S ( )u̇S 2 + v̇S 2 + 4Iθ̇xθyΩ
+2IΩ 2 + I ( )θ̇x 2 + θ̇y 2 dz (8)

1.3 势 能

基于铁木辛柯梁理论，考虑剪切变形和弯曲变

形，转轴势能表达式见式(9)，具体推导过程参考文

献[15]，其中E表示弹性模量；I表示截面惯性矩；κ表

示剪切因子；G表示剪切模量；S表示截面积；其转轴

势能表达式可以表示为

U = 1
2 EI ∫0

L{ }é
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ú
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∂z
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+ é
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(9)

1.4 微分求积的原理

微分求积是基于数值分析方法将描述边值问题

的微分方程转化成一组代数方程的形式，实现快速

求解。设自变量 x的一维函数为 f(x)，在区间[-1，1]

上连续可导。在区间[-1，1]上取N个不同节点，则函

数在xi的1阶导数可以表示为
|
|
|df ( x )

dx i

= A(1 ) f , i = 1,2, ...,N

A(1 ) =
é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

A(1 )11 A(1 )12 ⋯ A(1 )1N
A(1 )21 A(1 )22 ⋯ A(1 )2N⋯ ⋯ ⋮ ⋯
A(1 )
N1 A(1 )

N2 ⋯ A(1 )
NN

f = [ ]f1 f2 ⋯ fN
T

(10)

式中：A(1 )
ij ，i，j=1，2，…，N，是 1 阶权系数，上角标

“(1)”表示函数取 1阶导数。由权系数A(1 )
ij 组成的矩

阵A(1)为1阶权系数矩阵，f为单元位移列向量。

微分权系数矩阵A(1 )需要选取相应的插值基函

数来获得，采用拉格朗日作为插值基函数，因其具有

较好的递推关系。

A(1 )
ij = ∏

k = 1,k ≠ i

N ( xi - xk )
( xi - xj ) ∏

k = 1,k ≠ j

N ( xj - xk )

A(1 )
ij = - ∑

j = 1, j ≠ i

N

A(1 )
ij

(11)

类似于微分处理的节点划分，用数值积分方法

在[-1，1]的积分区间对函数进行积分，则有：

∫-1

1
f ( )x dx = Cf ; C = diag (C1 C2 ⋯CN ) (12)

积分权系数矩阵C中的元素可用常规的数值积

分方法求解，f是单元位移列向量。本文采用高斯洛

巴托求积方法求解，其中权系数为

C1 = Cn = 2
n ( n - 1) ,

Cj = 2
n ( n - 1) [ ]Pn - 1 ( ξj ) 2 ( j ≠ 1, n ) (13)

Pn( ξj )是 n阶勒让德多项式，ξj(j=1，2，…，n-1，)

是Pn-1( ξj )1阶导的第(j-1)个零点，Cj表示积分权系数

矩阵中的项。为了使权系数矩阵适用于不同长度轴

单元的求解，需要对权系数矩阵进行修正：

A(1 )1 = 2
le
A( )1 ; C1 = le

2 C (14)

其中 le表示转轴单元的长度。

1.5 微分求积的引入

将能量表达式当中的项用微分和积分权系数矩

阵以及单元位移列向量进行表示。

∂θy ( )z
∂z

= A(1 )1 φe
y ;
∂θx ( )z
∂z

= A(1 )1 φe
x ;

∂u ( )z
∂z

= A(1 )1 ue ;
∂v ( )z
∂z

= A(1 )1 ve ;
θx = Eφe

x ; θy = Eφe
y ;

δe = [ ]ue ve φe
x φe

y
T ;

(15)

44



第2期

式中：δe表示单元位移列向量；ue、ve、φe
x和φe

y分别表

示各个自由度上的单元位移列向量。本文讨论变截

面功能梯度旋转轴，其弹性模量E、剪切模量G、密

度 ρ、截面面积S、惯性矩 I沿轴向变化，都是N维对

角矩阵。例如：E=diag(E（z1），E（z2），…，E(zN))，其中

diag表示对角矩阵。

将上述所有参数代入势能表达式，得到下列微

分求积形式的表达式，求解单元刚度矩阵：

U = 1
2 δe TK1δe (16)

k11 = é
ë
ê

ù
û
ú

κA( )11 TGSC1A( )11 0

0 κA( )11 TGSC1A( )11

k12 = é
ë
ê

ù
û
ú

0 -κA( )11 TGSC1E
κA( )11 TGSC1E 0

k21 = é
ë
ê

ù
û
ú

0 κETGSC1A( )11
-κETGSC1A( )11 0

(17)

k21 = é
ë
ê

ù
û
ú

0 κETGSC1A( )11
-κETGSC1A( )11 0

k23 = é
ë
ê

ù
û
ú

κETGSC1E 0

0 κETGSC1E

K1 = é
ë
ê

ù
û
ú

k11 k12
k21 k22 + k23

(18)

式中：K1表示关于转轴单元的刚度矩阵。

T = 1
2 ( )δ̇e TM1 δ̇e + Ωδ̇e TM2δe (19)

M1 =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
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û
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ρSC1 0 0 0

0 ρSC1 0 0
0 0 ρIC1 0
0 0 0 ρIC1
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ê
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ù
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0 0 0 00 0 0 00 0 0 2 ρIC1
0 0 -2 ρIC1 0

(20)

式中：M1和M2是关于转轴单元的质量矩阵。

由此得到了转轴动能和势能矩阵形式的表达

式，为了求解转轴单元的质量矩阵、陀螺矩阵和刚度

矩阵，本文将上述动能和势能的矩阵形式代入到拉

格朗日方程求解系统总体的矩阵方程：

d
dt ( )∂L

∂δ̇e
- ∂L
∂δe

= 0; L = T - U (21)

根据式（21）可以得到转轴单元的矩阵方程，进

一步确定转轴单元的质量矩阵Me、刚度矩阵Ke以及

陀螺矩阵Ge的组装矩阵，具体的表达式如下：

M e = ( )M1 + M T1 ; Ge = Ω ( )M2 - M T2

K e = ( )K1 T + K1
(22)

根据式（22）可以确定转轴单元的质量矩阵Me、

陀螺矩阵Ge和刚度矩阵Ke。为了得到转轴系统整

体的质量矩阵M，陀螺矩阵G和刚度矩阵K，本文采

用“对号叠加法”将转轴的单元矩阵集成到总体矩阵

中。对号叠加法的关键是根据节点号和自由度号得

到单元矩阵在整体矩阵当中行号和列号，由于每个

节点的自由度是4，所以节点号为n的第p个自由度

在整体矩阵中的行号（或列号）为Q=（n-1）*4+p。本

文采用微分求积的积分节点取值为 n1=19，且 n=n1+

1。紧接着对已获得的M、G和K采用组装矩阵方式

进行处理，其组装矩阵表达式如式(23)所示：

A = é
ë

ù
û

G M
M 0

, B = é
ë

ù
û

K 0
0 -M (23)

紧接着借用MATLAB平台采用 eig函数求解相

应的模态频率和模态向量。相应的表达式如下：

( )V,F = eig ( B, -A ) (24)

式中：V和F分别表示模态向量和模态频率。

1.6 变截面理论

变截面轴分为两种，分别是面积线性变化和半

径线性变化。本文讨论半径沿轴向线性变化的变截

面旋转轴，变截面主要引起截面面积以及截面惯性

矩的变化。设左侧截面半径为 r0，右侧截面半径为

r1，变截面轴的长度为L，变截面锥度系数为 c（一般

取值为0～0.8），z表示距离左侧的轴向距离。

c = r0 - r1
r0

; A ( )z = A0 ( )1- c z
L

2

I ( )z = I0 ( )1- c z
L

4 (25)

1.7 功能梯度理论

功能梯度材料是一种非各向同性材料，弹性模

量和密度沿轴向呈幂等规律变化，其变化规律取决

于梯度系数m（一般取0至10）。Es表示左侧截面弹

性模量，ρe表示左侧截面密度，Es表示右侧截面弹性

模量，ρe表示右侧截面密度，其余参数同上。

Es + ( )Ee - Es ( )zL
m

ρ ( )z = ρs + ( )ρe - ρs ( )zL
m

(26)

2 算例分析

为了便于编程求解变截面功能梯度旋转轴的自

由振动特性，本文给出了相应的算法流程图，如图4

所示。

2.1 算法验证

为了验证本方法的收敛性和准确性，采用文献

中的经典案例进行验证，为了便于与文献进行对比

令转速v =0，同时假定功能梯度材料是由ZrO2和Al

构成，其材料属性沿着轴向呈幂等规律变化，具体的

变化规律如式(24)所示。ZrO2材料的弹性模量和
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密度分别是Es=200 GPa和ρs=5 700 kg/m3；Al材料的

弹性模量和密度分别是 Ee=70 GPa 和 ρe=2 702

kg/m3；变截面轴的长度 L=1 m；轴的大径 r1=0.1 m；

轴的细长比 r=0.01；剪切因子为5/6；泊松比v=0.3；功

能梯度系数m=2。本文均采用上述参数进行研究，

为了便于与文献进行对比，需要将求得的频率无量

纲化，引入固有频率无量纲化的公式，关于细长比

（回转半径）定义如下：

ω̄ = ρsS0L4

EsI0
; r = I0

S0L2 (27)

计算结果如表1所示。

从表 1看出。DQFEM算法和有限元算法[16]的

计算结果基本吻合。可以验证该算法的收敛性和正

确性。

关于变截面功能梯度旋转轴转速的研究目前没

有能找到相关的文献进行对比研究，本文在简支边

界条件下，取变截面功能梯度旋转轴的极端情况(m=

0；m=∞)与 ANSYS 的仿真结果进行对比验证(AN-

SYS中选用BEAM188单元，划分 100个单元)，变截

面功能梯度旋转轴的转速为500 rad/s。

从表 2中看出,采用DQFEM算法与ANSYS算

法在两种极端情况下得到的固有频率误差在1 %以

内，验证施加转速时的正确性。在此基础上进行变

截面功能梯度旋转轴转速的研究。

表 1 不同边界条件不同锥度系数的无量纲频率 ω̄

边界条件

简支边界

固支边界

DQFEM算法（N=25）

c

0.1

0.9

0.1

0.9

1阶

7.744 6

3.232 6

12.261 1

8.380 4

2阶

23.363 0

15.486 7

26.575 1

19.992 1

3阶

42.058 6

29.279 5

43.219 6

32.749 8

4阶

57.977 2

46.624 2

60.591 1

49.859 6

有限元算法[16]（30单元）

1阶

7.654 5

3.201 6

12.468 9

8.359 0

2阶

23.736 9

15.377 5

26.415 3

19.694 5

3阶

41.821 0

29.901 1

43.090 4

33.561 5

4阶

57.873 9

46.215 3

59.682 9

49.123 4

表 2 变截面功能梯度旋转轴极端情况下固有频率对比

梯度系数

m=0

m=∞

边界条件

简支边界

简支边界

计算方法

DQFEM

ANSYS

结果对比/(%)

DQFEM

ANSYS

结果对比/(%)

1阶

171.29

171.27

0.013

199.51

199.50

0.02

173.55

173.52

0.017

201.77

201.76

0.02

2阶

835.58

836.35

0.092

972.65

973.70

0.12

840.10

840.88

0.093

977.17

978.23

0.12

3阶

1 740.59

1 745.0

0.25

2 025.83

2 031.40

0.29

1 748.00

1 752.5

0.26

2 033.24

2 038.90

0.29

4阶

2 852.51

2 865.00

0.44

3 319.55

3 335.00

0.46

2 862.37

2 875.00

0.44

3 329.41

3 345.00

0.46

图 4 算法流程图
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2.2 变截面锥度系数和梯度系数对固有频率的影响

上述对比验证本文方法的正确性，结合工程实

际应用，本文仅在简支边界条件下探究变截面锥度

系数以及梯度系数对功能梯度旋转轴固有频率的影

响。同时指出此时的转速为 0，其他具体参数如 2.1

节所示，相应的结果如图5所示。

如图5所示，在简支边界条件下，变截面功能梯

度轴的无量纲固有频率随着变截面锥度系数的增加

呈现出降低的趋势,随着梯度系数增加，呈现出先逐

渐增加，后保持不变的变化趋势。从上述 4阶无量

纲固有频率的变化曲线中看出，当梯度系数大于 2

以后，梯度系数的增加对无量纲固有频率几乎不产

生影响。

2.3 变截面锥度系数和梯度系数对临界转速的影响

由上所述，临界转速是工程应用中极为重要的

参数，因此有必要研究变截面锥度系数和梯度系数

对临界转速的影响。本文首先研究变截面功能梯度

旋转轴在简支边界条件下以及特定变截面锥度系数

和梯度系数条件下转轴前后涡动频率随转速的变化

规律，其中梯度系数m=2，变截面锥度系数 c=0.8，其

他具体参数如2.1节所示，得到如图6所示的整体坎

贝尔图。

从图 6中不难看出，变截面功能梯度旋转轴涡

图 6 整体坎贝尔图

动频率（固有频率）随转速增加出现分岔现象，分为

前涡动和后涡动，前涡动频率随转速的增大而增大，

后涡动频率随转速的增大而减少。图6中斜线是描

述涡动频率与转速相等的一条直线，该直线的表达

式为ω=Ω。同时指出，该直线与前涡动频率的交点

所对应横坐标值是临界转速。图中ΩI、ΩII、ΩIII和ΩIV

分别表示1阶、2阶、3阶和4阶临界转速。为了能够

直观描述上述现象，本文将图 6中的坎贝尔图进行

局部放大，结果如图7所示。

同时有必要给出变截面功能梯度旋转轴临界转

速的表达式，以便开展关于临界转速的研究。首先

求解前涡动频率直线的解析表达式，然后将表达式

与解析式为ω=Ω的直线联立求解得到临界转速。

(a) 1阶无量纲固有频率 (b) 2阶无量纲固有频率

(c) 3阶无量纲固有频率 (d) 4阶无量纲固有频率

图 5 无量纲固有频率变化
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(a) 1阶临界转速 (b) 2阶临界转速

(c) 3阶临界转速 (d) 4阶临界转速

图 7 局部放大坎贝尔图

假设转速为Ω=0 时，前涡动频率为ω1；转速为Ω=

1 000时，前涡动频率为ω2，则涡动曲线的表达式为

ω = ω2 - ω1
1000 Ω + ω1 (28)

将式（28）与ω=Ω进行联立可得临界转速的表

达为

Ω ( )i = I, II, III, IV = 1000ω1
1000 - ω2 + ω1

(29)

基于以上讨论，确定了临界转速的计算方法，紧

接着研究变截面功能梯度旋转轴在简支边界条件下

变截面锥度系数和梯度系数对临界转速的影响，具

体参数见2.1节，相应的结果如图8所示。

从图8可以看出，在简支边界条件下，研究变截

面功能梯度旋转轴临界转速随变截面锥度系数以及

梯度系数的变化，4阶临界转速的变化趋势相同，随

着变截面锥度系数的增加，临界转速逐渐降低，随着

梯度系数增加，临界转速先增加后保持不变。

3 结 语

(1) 本文计算结果分别与已有文献结果和有限

元ANSYS计算结果的对比验证证明本文方法具有

准确性、稳定性和通用性，适用于求解变截面功能梯

度旋转轴的自由振动问题。

(2) 在模型验证的基础上，开展了关于变截面功

能梯度旋转轴固有频率的研究，主要探究变截面锥

度系数和梯度系数对固有频率的影响，结果表明上

述参数对固有频率有重要影响。

(3) 根据已建立的模型，进一步研究了变截面功

能梯度旋转轴涡动频率随转速的变化规律，给出了

临界转速的定义，并进一步探究变截面锥度系数和

梯度系数对临界转速的影响，对实际工程应用具有

重要的意义。
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(a) 1阶临界转速 (b) 2阶临界转速

(c) 3阶临界转速 (d) 4阶临界转速

图 8 简支边界条件下临界转速的变化
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