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周期声学黑洞结构弯曲波带隙与振动特性
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摘 要：作为一种被动型波操控结构，声学黑洞能对弯曲波起到较好聚集作用，再结合阻尼层能更好抑制结构振动

波的传播。从声子晶体角度通过周期性排列构造一种声学黑洞结构与基体结合的一维声子晶体结构，选取合适的晶

胞，采用有限元法对周期排列的声学黑洞结构弯曲波带隙特性进行研究，对比分析8周期声子晶体梁与等长度的恒定

截面梁及周期楔形梁的振动位移传递函数，讨论黑洞区域材料变化对带隙的影响。结果表明：该声学黑洞结构具有较

好弯曲波带隙，在对应带隙及附近频带区间振动位移响应出现较大衰减，表明其抑制振动效果明显；在黑洞区域选择

合适的材料可以使带隙向低频移动，同时使得带隙区间增多。
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Abstract : As a passive wave control structure, acoustic black hole (ABH) with damping layers can well suppress the
propagation of structural vibration waves. From the perspective of phononic crystals, a one-dimensional phononic crystal
structure combining with ABH through periodic arrangement was studied. The finite element method was used to solve the
band gap of the flexural waves. Vibration displacement transmission function of eight-cycle acoustic black hole beam, con-
stant-length and constant-section beam and periodic wedge beam were compared and analyzed. And the effect of material
change on the band gap in the black hole region was studied. The results show that the acoustic black hole beam can obtain a
wide flexural wave band gap. Vibration displacement response in the band gap and nearby frequency bands attenuates great-
ly, which indicates that the effect of vibration suppression is obvious. Choosing the appropriate black hole material can make
the band gap move to low frequency side and increase the number of the band gaps.
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声学黑洞(ABH)是通过幂律裁剪结构来实现结

构阻抗的渐变，引起结构弯曲波相速度与群速度的

变化，从而实现波的能量聚集与操控。在梁或薄板
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中，若厚度变化为h ( x ) = εxm (m ≥ 2 )，则弯曲波波速

会随着厚度减小而减小[1]。很多研究[2-5]表明敷设阻

尼的黑洞对于抑制结构振动或降低声辐射能达到更

好的效果，之后有学者[6]指出此为综合阻尼层的阻尼

与刚度效应，在黑洞中心1/4长度内敷设阻尼材料效

果最佳。

但是声学黑洞的应用也存在不足，Conlon等[7]

计算了带阻尼的声学黑洞结构的辐射声功率，其结

果显示在1 000 Hz以下时效果与不带声学黑洞结构
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响应相似，表明声学黑洞作用频带存在截止频率，低

于该频率时声学黑洞作用效果较小。Li等[8]研究了

声学黑洞梁的振动与声辐射效应，结果也体现出声

学黑洞的截断效应。并指出适当增加黑洞长度可以

增强黑洞对低频作用的效果。

目前声学黑洞向低频带拓展的方式主要有非线

性与周期性排列两种。Gusev等[9]考虑微观非均匀

材料的非线性对声学黑洞板中的弯曲波的影响，发

现非线性吸收随着波幅的减小而逐渐消失，导致大

多数声学黑洞中的声波完全衰减。周期性排列[10–12]

则是通过多个黑洞的组合达到拓宽频带的作用，声

学黑洞属于变截面结构，其周期性排列已经属于声

子晶体的范畴。通过合理设置黑洞参数与排列方式

以及材料的分布等可以得到结构对应的带隙特性。

但这方面的研究仍很匮乏，本文研究了周期性分布

的声学黑洞结构，选择合适的晶胞对弯曲波能带结

构进行了分析并对有限周期的声子晶体梁振动传递

特性进行分析，在较宽频带内得到了弯曲波带隙，与

等长度的恒定截面梁及周期楔形梁相比，振动位移

传递曲线在带隙区间出现极大衰减。并且通过改变

黑洞区域材料分析了黑洞与基体材料差异对能带的

影响，为采用声学黑洞梁抑制振动向低频带拓展提

供一定思路。

1 声学黑洞声子晶体梁

1.1 声学黑洞中的弯曲波

当弹性波在声学黑洞中传播时，波位移w(x)可

以由式(1)描述：

w ( x ) = B ( x ) ejθ ( x ) (1)

式中：B(x)是 x 处的波幅，θ ( x ) = ∫0x k ( x ) dx，k(x)为

波数。

实际应用中黑洞必然存在截断[13]，存在截断厚

度h0，厚度h ( x ) = εxm + h0，则相应波数k(x)为

k ( x ) = ( 3ρ ( 2πω )2
Eh2 ( x ) )

4
(2)

式中：ρ、E、ω分别表示黑洞结构密度、杨氏模量与

角频率。

1.2 声子晶体能带结构与传输特性

Bloch波中电子能量的特征值问题中包含了电

子能量与波矢之间的关系，常出现没有波矢与能量

对应区域,称之为带隙。而两者之间的关系称之为

能带结构[14]。不计体力条件下，弹性波在具有晶格

周期性的介质中自由传播时特征方程为

-ρ ( r ) ω2v ( r ) = [ λ ( r ) + μ ( r ) ] ∇∇∙v ( r ) +
μ ( r ) ∇2v ( r )

(3)

式中：ρ、λ、μ分别为结构的密度、lame参数与剪切

模量，v为位移函数，均为位置 r的函数。

满足式(3)解的波称为Bloch波，可表示为

v ( r ) = wk ( r ) ei ( k ⋅ r ),wk ( r ) = wk ( r + Rn ) (4)

式中：Rn为正格矢。

周期性梁弯曲波表达形式为

ω2v ( x ) = E ( x ) I ( x )
ρ ( x ) S ( x )

∂4v ( x )
∂x4

(5)

式中：E、ρ、I、S分别为结构杨氏模量与密度、截面

惯性矩与面积，均为位置坐标的周期函数。

其位移解满足：

v ( x + na ) = v ( x ) ei ( kna ) ;
v ( x ) = w ( x ) ei ( kx ), w ( x ) = w ( x + na ) (6)

式中：a为晶格常数，n为周期数。

故周期性梁中传播的弯曲波属于Bloch波，将

波函数代入弹性波动方程得到波矢与频率之间关

系，即频散关系，但是在声子晶体中也继续沿用了能

带结构的概念[15]。

无限周期声子晶体梁带隙内弯曲波完全被屏

蔽，能带结构足以描述声子晶体的特性。而有限周

期结构中带隙内弯曲波传递表现为衰减而非完全无

法传播，即带隙内部分弯曲波仍能传播，此时需要获

得结构参数如位移、速度、加速度的传递函数。将传

递函数与能带结构结合进行分析。

但由于激励与响应幅值数量级的差异，振动与

声学中通常采用如下定义的传递函数[16]，振动中称

之为振级落差：

H = 20 lg X1
X0

( dB ) (7)

式中：X1为响应，X0为输入，可以是位移、速度或加

速度。

1.3 能带结构的计算方法

计算声子晶体结构带隙特性的方法通常有 3

种：传递矩阵法、平面波展开法和有限元法。

采用传递矩阵法计算声子晶体梁可得到精确

解，对于计算不同材料恒定截面的梁较为简单。其

原理在于利用变截面处或变材料处的弯曲受力与变

形的关系建立传递矩阵，并利用声子晶体周期性得

到波矢与频率之间的关系。但对于由声学黑洞构成

的声子晶体梁，其截面的变化是渐变的，利用传递矩

阵法时，该方法并不太适用。

平面波展开是将弹性波展开成一系列平面波，

在倒格矢空间将波动方程转化为特征值方程进行计

算，但是计算严重阻抗失配的声子晶体收敛慢。对

于声学黑洞渐变变截面的计算，以及本文所考虑的

较大阻抗失配问题，平面波展开法存在一定局限性。
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有限元法对于计算含有声学黑洞这种复杂截面

的声子晶体梁有着很好的优越性和收敛性。计算能

带结构时，通过将Bloch位移波作为常规有限元法

的位移解，设置周期性边界条件，改变波数计算固有

频率即可得到结构的频散关系。

一维声子晶体晶胞中任一点Q位移为

uQ = é
ë
ê

ù
û
ú

ux
uy

= vQei ( kx - ωt ) = é
ë
ê

ù
û
ú

vx
vy

ei ( kx - ωt ) (8)

式中：vQ为位移uQ的幅度向量。

则对应晶胞中单元节点位移ui e为

ui
e = vi

eei ( kx - ωt ) (9)

式中：vi
e为位移ui

e的幅度向量。

有限元法中将单元中任一点位移用所在单元节

点位移进行插值：

uxy = é
ë
ê

ù
û
ú

ux
uy

= [ ]N1 N2 N3 N4

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

ue1
ue2
ue3
ue4

(10)

式中：N i = é
ë
ê

ù
û
ú

Ni 0
0 Ni

表示型函数。

将式(9)代入式(10)，得到单元任一点位移：

uxy = Tve
xye-iωt (11)

式中：

ve
xy =

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

ve1
ve2
ve3
ve4

; T =
é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

T1
T2

T3
T4

Ti = é
ë
ê

ù
û
ú

eikx
eikx (12)

将式(11)代入单元平衡方程：

meüe + keue = 0 (13)
得到晶胞的单元平衡方程：

keTve = ω2meTve (14)
式中：ke与me为单元整体刚度矩阵与质量矩阵。

通过整体组装矩阵，得到整个系统的特征值问

题为

Kv = ω2Mv (15)

式中：K与M为系统整体刚度矩阵与质量矩阵；v为

系统位移幅值列向量。

因此采用有限元法计算声学黑洞声子晶体梁的

能带结构时，只需要选取一个晶胞单元，设置弗洛奎

特周期性边界条件。将波矢限制在第一布里渊区，

通过计算晶胞的固有频率即可得到结构的能带结构

图。故本文通过COMSOL软件采用有限元法对周

期排列的声学黑洞结构的带隙特性与传输特性进行

分析。

2 有限元模型

2.1 晶胞模型

对于周期性声学黑洞梁，声学黑洞之间通常有

一定间隔 t。Tang在文献[5]中指出在黑洞中心 1/4

区域敷设阻尼层能较好提升黑洞抑制波传播的效

果，因此选择黑洞与基体的组合作为声子晶体梁的

晶胞结构，并在黑洞中心 1/4区域敷设厚度为 1 mm

的阻尼层材料。

图 1 声学黑洞梁晶胞模型

基体长度为间距 t的1/2。t=20 mm，整体宽度B

=50 mm，为矩形截面。如图 1所示，橙色区域为黑

洞，红色部分为基体，蓝色部分为阻尼层。当构成无

限周期时，此结构构成一维声子晶体。

王博涵等[17]选取黑洞长度R=100 mm，幂指数m

=2，对单个黑洞薄板进行振动特性分析，结果表明单

个黑洞抑制结构振动有较好的抑制效果。本文将该

文献选取的参数作为参考，选取黑洞长度为R=100

mm、幂指数m=2的声学黑洞进行分析。厚度取为h1

=15 mm，考虑声学黑洞最薄处不可能无限趋于0，选

取截断厚度为1/100的梁厚度，即黑洞最薄处厚度h0

=0.15 mm。选取黑洞最薄处为原点O，则黑洞表达

式为

h ( x ) = h1 - h0
R2 x2 + h0 ; ( -R ≤ x ≤ R ) (16)

代入具体参数，即：

h ( x ) = 15 - 0.15
1002 x2 + 0.15mm =

1.485 × 10-3x2 + 0.15mm
(17)

因此晶格常数为：a = 2R + t = 220 mm。

晶胞有限元网格模型如图 2所示，阻尼层采用

一层的映射四边形网格，宽度方向为 1 mm，黑洞区

域采用自由四边形网格，最小网格边长为0.15 mm，

最大边长为 1.875 mm。基体部分采用映射的四边

形网格，尺寸大小为1.875 mm×2 mm。

图 2 声学黑洞晶胞有限元模型

为对比分析周期黑洞结构的振动波抑制效果，

对具有同样截面尺寸的矩形截面梁也进行对比分

析，其与黑洞晶胞等长的几何模型与有限元模型如

图 3与图 4所示，网格采用映射四边形网格，尺寸为

1.875 mm×2 mm。与声学黑洞梁相比，仅将黑洞区

域替换成与基体等截面的截面梁,当此部分区域材

料不同时，这也构成一种声子晶体。

图 3 恒定截面梁几何模型

周期声学黑洞结构弯曲波带隙与振动特性 23
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图 4 恒定截面梁网格模型

2.2 有限周期结构模型

实际中周期性声学黑洞梁不可能具有无限周

期，因此选取 8个周期晶胞构成的声学黑洞梁与恒

定截面梁，进行弯曲振动传递特性分析，几何模型分

别如图 5与图 6所示。有限元模型划分尺寸大小与

晶胞有限元模型一致，仅做8个周期的阵列。

图 5 8周期声学黑洞梁模型

图 6 8周期恒定截面梁模型

3 带隙特性与传递特性分析

对于无限周期的声学黑洞结构，利用有限元法

对晶胞进行分析，通过在晶胞两端设置弗洛奎特周

期性边界条件 ，限制波数 k 在第一布里渊区

[ -π
a

, π
a

]内，波数步长为
π

20a，计算不同波数下结构

的固有频率，得到波数与频率之间的关系，即能带

结构。

对于 8个周期的不同结构，取长度 L=8a=1 760

mm，在梁一端沿宽度方向施加大小为1 N/m的垂向

分布力。在梁的另一端提取位移响应，频率范围为

5 Hz～4 000 Hz，步长为5 Hz。选取输入端与输出端

的位移响应的均方值计算传递函数，进而得到传递

函数频响曲线，具体处理方法如下：

有限元法中，通过网格在线与面上划分出多个

节点。设输出端 N 个节点的位移响应幅值分别

为 s1、s2、…、sN。

则输出端平均位移响应为

s̄out = s21 + s22 + s23 + … + s2N
N

(18)

通过同样的方法得到输入端上均方位移响应

s̄ in，则位移传递函数H为

H = 20 lg s̄out
s̄ in

( dB ) (19)

3.1 钢质黑洞嵌入钢质基体

首先考虑基体与黑洞材料同为钢时的带隙特性

与传递函数特性。具体结构参数见表1。

表 1 结构材料参数

结构

基体

黑洞

阻尼

区域

黑色

灰色

浅灰

材料

钢

阻尼

泊松

比

0.3

0.3

密度/
(kg∙m-3)

7 850

900

杨氏模

量/Pa

2.1×1011

3×106

图 7 钢质黑洞梁弯曲波能带结构图

声学黑洞声子晶体梁晶胞弯曲波能带结构如图

7所示，根据带隙图能较清晰看出带隙的分布与宽

窄，为了具体比较带隙区间的频率范围，将带隙区间

列入表中，如表 2 所示，同时引入归一化宽度[18]的

概念：

D = 2 f1 - f2
f1 + f2 (20)

式中：f1与 f2分别为带隙截止频率与起始频率。

表 2 通过晶胞得到的弯曲波带隙特性

起始频率/Hz

5.97

1 019.2

2 587.7

3 547.8

截止频率/Hz

38.20

1 399.5

2 948.3

3 842.8

带隙宽度/Hz

32.23

380.3

360.6

295

归一化宽度

1.459

0.314

0.130

0.080

图 8给出了 8个周期声学黑洞梁与等长度的恒

定截面梁的位移传递函数曲线。以0 dB为阈值，声

学黑洞梁带隙区间（灰色阴影部分）的位移传递函数

出现很大衰减，每个带隙区间最大衰减都达到35 dB

以上，效果显著，进一步验证了声学黑洞构成的声子

晶体梁存在弯曲波带隙。而恒定截面梁位移传递特

性则在阈值线附近振荡，表明不存在带隙特性。

将得到的此带隙区间与通过晶胞计算得到的带

隙进行比较，如表 2与表 3所示，可以看出两者的带

隙区间大致一致，带隙宽度与归一化宽度差异较小。

但是带隙区间起止频率有一定的差异。这一部分主

要是无限周期结构和有限周期结构的差异。

从整个频段看，声学黑洞梁传递衰减明显优于

恒定截面梁。除了带隙区间外，在带隙区间附近的

频带（黑色阴影部分），周期声学黑洞梁传递也出现

较大衰减，如 85 Hz至 400 Hz频带最大衰减达到 30

dB。这可以从能带结构图中得到解释，虽然这些区

间没有对弯曲波形成完全禁带，但是由于在黑洞区

域传播时弯曲波数是随截面变化的，这些部分抑制

了部分波数传播的弯曲波，因此在传递响应图中也

出现较大衰减。
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图 8 钢质黑洞梁振动位移传递函数

表 3 根据传递函数确定的弯曲波带隙

起始频率/Hz

5

1 080

2 665

3 575

截止频率/Hz

45

1 460

2 975

3 880

带隙宽度/Hz

40

380

310

305

归一化宽度

1.6

0.299

0.110

0.082

为了分析周期声学黑洞梁中周期结构与声学黑

洞对抑制结构振动的贡献，选取与钢质周期声学黑

洞梁等长度的单黑洞梁进行对比分析。黑洞参数保

持不变，为保证长度一致，非黑洞部分取为恒定截面

梁，如图9所示。

图 9 等长单黑洞梁模型

在靠近黑洞梁一端进行激励，另一端提取位移

响应，得到位移传递函数曲线如图10所示。从图中

可以看出周期黑洞梁在带隙区间（灰色阴影）抑制振

动效果明显优于等长度的单黑洞梁，非带隙区间内

两者抑制振动效果差别较小。这说明周期性结构对

于形成带隙区间从而有效抑制结构振动传递起着显

著作用，但是作为由变截面的单黑洞组成的结构不

能产生带隙区间。

为了进一步研究声学黑洞对于采用周期声学黑

洞梁抑制结构振动的效果，将黑洞替换为楔形梁，计

算等长度的8周期的钢质周期楔形梁的位移传递响

应，同样在中心 1/4 区域敷设阻尼，其结构如图 11

所示。

截面厚度表达式为

h ( x ) = 15 - 0.15
100 x + 0.15mm = 0.148 5x + 0.15mm (21)

从图 12所示周期楔形梁与周期黑洞梁的位移

传递响应对比中可以看出，黑洞梁在 [5，45] Hz、

[1 080，1 460] Hz与[2 665，2 975] Hz频带内明显削

弱了结构振动的传递，而楔形梁在[25，285] Hz频带

内较大削弱振动位移的传递，即周期黑洞梁抑制振

动的频带范围明显优于周期楔形梁，声学黑洞与周

图 10 单黑洞梁振动传递函数

图 11 周期楔形梁及其组成单元

期排列的共同作用使得周期声学黑洞梁产生了较好

的带隙特性。这也从侧面说明周期性结构是形成带

隙的必要条件，选择合适的原胞才能使结构的带隙

特性更加明显，从而更好抑制结构振动，而声学黑洞

可作为声子晶体的一种良好的原胞。

图 12 周期楔形梁振动位移传递函数

3.2 铝质黑洞嵌入钢质基体

材料特性差异的周期性排列是声子晶体研究的

另一思路，为此将黑洞区域材质更换为铝，不改变基

体材料。作为对比的恒定截面梁，中间段材料也变

换为铝。铝材料参数见表4。

表 4 铝材料参数

材料

铝

泊松比

0.3

密度/(kg∙m-3)

2 700

杨氏模量/Pa

7.9×1010

声学黑洞声子晶体梁结构的弯曲波能带结构如

图 13所示。对应得到铝质黑洞嵌入钢基体的弯曲

波带隙见表 5。对比表 2 可知，铝制黑洞嵌入钢质
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表 5 铝质黑洞梁弯曲波带隙特性

起始频率/Hz

6.04

905.2

2 308.8

3 223.4

截止频率/Hz

33.42

1 124.9

2 723.9

3 559.5

带隙宽度/Hz

27.38

219.7

415.1

336.1

归一化宽度

1.388

0.216

0.165

0.10

图 13 铝质黑洞梁弯曲波能带结构图

基体的带隙相较于钢质黑洞而言，整体向低频移动。

位移传递特性曲线如图14所示，响应曲线中对

应带隙区间（灰色阴影部分）的弯曲振动传递出现极

大衰减，在相应的带隙区间附近某些频带（黑色阴

影）传递响应也同样出现较大衰减。相较于由铝制

恒定截面嵌入钢基体梁而言，声学黑洞梁传递特性

衰减优势明显，进一步佐证了3.1节中的结论。

图 14 铝质黑洞梁位移传递函数

3.3 环氧树脂黑洞嵌入钢质基体

为了进一步验证3.2节中的结论，将铝质黑洞替

换成与钢基体阻抗失配更大的环氧树脂材料进行分

析。环氧树脂具体参数见表6。

表 6 环氧树脂材料参数

材料

环氧树脂

泊松比

0.368

密度/(kg∙m-3)

1 180

杨氏模量/Pa

4.35×109

图 15给出了环氧树脂声学黑洞梁弯曲波能带

结构。其带隙起止频率见表7，结果表明黑洞材料换

作密度与模量更小的环氧树脂时，结构的带隙特性

图 15 环氧树脂黑洞梁弯曲波能带结构图

表 7 环氧树脂黑洞梁弯曲波带隙特性

起始频率/Hz

2.52

264.5

848.7

1 020

截止频率/Hz

10.26

310.2

878.06

1 166.4

带隙宽度/Hz

7.74

45.7

29.36

146.4

归一化宽度

1.211

0.159

0.034

0.134

进一步向低频移动，进一步佐证了 3.2节中的结论。

这是由于黑洞结构材料变化时，一方面材料本身密

度与杨氏模量较小，使得结构的固有频率向低频移

动；另一方面黑洞部分与基体的阻抗失配效应更明

显，更容易形成弯曲波带隙。

对比图 16与图 8以及图 14给出的位移传递函

数曲线也可以看出，同样的频率区间内，黑洞材料越

“软”，基体与黑洞阻抗失配效应越强，带隙特性越容

易在低频出现，出现带隙的数量就越多。这为基于

周期声学黑洞抑制低频振动提供一定借鉴。

图 16 环氧树脂黑洞梁位移传递函数

4 结 语

本文将声学黑洞与声子晶体相结合，采用有限

元法研究了一种无限周期声学黑洞梁的能带结构与

有限周期声学黑洞梁的弯曲波带隙与振动传递特

性，并与恒定截面梁、单黑洞梁及周期楔形梁进行了

对比，得到了如下结论：

(1) 声学黑洞作为截面幂律变化的结构，将其周

期构造成一维声子晶体，相较于单黑洞梁与周期楔

26



第2期

形梁，能产生较好的弯曲波带隙特性。有限周期黑

洞结构带隙特性与无限周期结构带隙特性类似，且

除了禁带区间，在其附近的频带内由于声学黑洞效

应，振动位移衰减特性也十分明显。这表明周期排

列声学黑洞结构对于抑制结构弯曲波的有效性。

(2) 将黑洞材料变换为密度与刚度较小的材料

嵌入基体后，由于材料间的阻抗失配可以让声学黑

洞结构在更低频范围内出现带隙特性，且相同频率

区间内，带隙数量越多，抑制弯曲波传播的频段更

宽，抑制振动传递的效果越好。这为周期性声学黑

洞结构抑制低频振动提供新的研究方向。
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