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含间隙多约束碰撞振动系统稳定性分析
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摘 要：针对一类单自由度含间隙多约束碰撞振动系统，通过在碰撞面处建立系统的Poincaré映射，推导系统的 Ja-

cobi矩阵，将连续动力系统转换为离散动力系统，并利用Gram-Schmidt正交化和范式归一化计算得到系统的Lyapunov

指数谱。通过数值模拟，计算系统混沌吸引子与周期吸引子的收敛序列，结合系统相图、单参分岔图及Lyapunov指数

谱，分析系统周期运动稳定性及各类分岔现象，通过控制系统参数双向变化发现相邻周期运动间存在的周期共存现

象，验证该计算方法的有效性和正确性，研究成果可为后续针对该系统的混沌判断及混沌控制提供理论依据。
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Abstract : A sort of single-DOF multi-constraint impact vibration systems with gaps is studied. The Poincaré mapping

in the impact surface is established and the system’s Jacobi matrix is derived. By transforming the continuous dynamic sys-

tem into a discrete dynamic system and using Gram-Schmidt orthogonalization and paradigm Normalization, the Lyapunov

exponent spectrum of the system is obtained. Through numerical simulation, the convergent sequence of the chaotic attractor

and periodic attractor of the system is calculated. Combining the phase diagram, single-parameter bifurcation diagram and

Lyapunov exponential spectrum of the system, the stability of the periodic motion of the system and various bifurcation phe-

nomena are analyzed. Through the double-way change of the control system parameters, the phenomenon of periodic coexis-

tence between adjacent periodic motions is found, which verifies the validity and correctness of the calculation method. This

research provides a theoretical basis for the subsequent chaos judgment and chaos control of the system.
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含间隙的碰撞振动系统[1－4]，广泛存在于车辆、

机械等各类工程领域中，由于间隙和各类约束引起

了刚度突变，导致系统向量场 Jacobi矩阵不连续，从

而使系统表现出复杂且丰富的非光滑动力学行为。

因此，深入研究该类系统的运动机理，分析参数对系
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统稳定性的影响，掌握系统的全局性能等具有重要

意义。

Lyapunov指数谱是一种判断系统相邻轨道间平

均发散或收敛程度的度量工具，用于判定动力系统

周期运动稳定性以及混沌运动特性。目前针对Ly-

apunov指数谱的研究大多基于光滑动力系统[5－6]，但

由于非光滑动力系统 Jacobi矩阵的不连续性，针对

光滑动力系统的计算方法无法适用，因此近年来学

者们针对特定的非光滑动力系统也提出了相应的计

算方法。文献[7]针对碰撞振动系统，在连续碰撞间

引入超越映射计算得到了该系统的Lyapunov指数

谱。文献[8]对单自由度碰撞系统引入局部映射，利

用 Gram-Schmidt正交化和范式归一化计算得到了
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该系统的Lyapunov指数谱。文献[9]介绍了 n维碰

振系统Floquet乘子与Lyapunov指数谱的解析关系，

并提出了相应的判据。文献[10]针对一类两自由度

碰撞振动系统，结合文献[5－6]的方法讨论了系统

混沌吸引子与周期吸引子的Lyapunov指数谱收敛

序列。文献[11]研究了一类两自由度含间隙和预紧

弹簧的力学模型，结合Lyapunov指数谱分析了系统

稳定性，并用测试函数预测了系统发生擦边现象时

的参数范围。文献[12]将含间隙碰振系统在碰撞面

处转化为离散系统，构建了 Poincaré映射并通过数

值仿真对照，验证了其方法的有效性和正确性。文

献[13]研究了一种求解大型Lyapunov矩阵，采用并

行预处理的变形共轭梯度法，通过仿真比较，确认了

预处理算法显著优于未预处理算法。文献[14]针对

两自由度含弹性约束系统，结合 Lyapunov 指数谱

图、单参分岔图和相图分析了系统周期运动的稳定

性及存在的各类分岔行为。文献[15]针对单自由度

碰振系统，在多参数协同仿真方法的基础上，结合胞

映射法研究了系统在间隙(b1,b2)参数平面内各类周

期运动分布及共存的特点，总结了相邻周期运动之

间的转迁规律。

已有研究针对系统稳定性分析成果，大多基于

同种约束碰撞振动系统。本文以铁路车辆转向架为

工程背景，通过对轮对轴承与轴承止挡以及弹性约

束的局部简化，得到单自由度含不同约束碰撞振动

系统模型，在系统碰撞面处离散化处理，并利用

Gram-Schmidt正交化和范式归一化计算得到该系统

的Lyapunov指数谱。通过数值模拟分析，结合系统

相图、单参分岔图及Lyapunov指数谱对照分析，讨

论系统在单个参数变化下相应的Lyapunov指数变

化情况，通过对本文所示动力系统的力学性能分析，

可为后期机械系统的设计阶段把握其振动特性，为

全局动力学特性、混沌控制以及鲁棒性等方面的研

究提供重要的理论依据。

1 系统的力学模型

考虑图1所示的单自由度含刚性和弹性两种不

同类型约束碰撞振动系统。质量为M的振子由刚度

为K1的线性弹簧和阻尼系数为C的线性阻尼器相连

接，作用在振子 M的上的水平力为简谐激振力

P1sin ( ΩΤ + τ )，使振子沿水平方向往返运动。振子

M的位移为X，振子左侧固定一个刚性约束，刚性约

束与振子的间隙为B1；振子右侧固定一个刚度为K2

的弹性约束，弹性约束面与振子的间隙为B2。由于

间隙的存在和碰撞的产生，系统会表现出复杂的非

光滑动力学行为。

图 1 单自由度含不同类型约束的碰撞振动系统

当振子位移-B1 < X < B2时，与两侧约束都不发

生碰撞，系统的运动微分方程为：

MẌ + CẊ + K1X = P1 sin ( ΩT + τ ) (1)

当振子位移X ≥ B2时，将与右侧弹性约束接触，

系统的运动微分方程为：

MẌ + CẊ + K1X + K2 ( X - B2 ) = P1 sin ( ΩT + τ ) (2)

当振子位移为X = -B1时，将于左侧刚性约束接

触，此时满足：

Ẋ+ = -RẊ- (3)

式中：Ẋ-和 Ẋ+为振子与刚性约束碰撞前后的瞬时速

度，R为刚性碰撞恢复系数。

取 无 量 纲 量 为 ：x = XK1 /P1 ; Ω0 = K1 M ;
ζ = C/2 K1M ; ω = Ω/Ω0 ; t = Ω0T ; b1 =

K1B1 /P1 ;
b2 = K1B2 /P1 ; μk = K2 /K1。

经无量纲化后，系统无量纲微分方程的通解为：

ì

í

î

ï

ïï
ï

ï

ïï
ï

x ( t ) = e-η ( t - t1 ) ( c3 cosωd2 ( t - t1 ) + c4 sinωd2 ( t - t1 ) ) +

A2 sin ( ωt + τ0 ) + B2 cos ( ωt + τ0 ) -b1 < x < b2

x ( t ) = e-η ( t - t3 ) ( c1 cosωd1 ( t - t3 ) + c2 sinωd1 ( t - t3 ) ) +

A1 sin ( ωt + τ0 ) + B1 cos ( ωt + τ0 ) + μkb2 / (1 + μk ) x ≥ b2
ẋ+ = -Rẋ-, x = -b1 ( t = t2 )

(4)

式中：ωd1 = 1 + μk - ζ2 ; ωd2 = 1 - ζ2 ; η = ζ；t1 为
振子与两侧约束脱离的时刻；t2为振子与左侧刚性

约束接触的时刻；t3为振子进入右侧弹性约束的时

刻。c1,c2,c3,c4为积分常数，由初始条件确定，A1，A2，
B1，B2为振幅常数。

2 Poincaré 映射及 Lyapunov 指数谱

计算

通过建立Poincaré映射研究系统周期运动的稳

定性，Σn，Σp +和Σq +分别代表定相位面、左侧刚性碰

撞截面和右侧弹性碰撞截面：

ì

í

î

ïï
ïï

∑n
={ }{( x, ẋ ,θ ) ∈ R2 × S1,θ = mod ( ωt, 2π/ω )

∑p +={( x, ẋ ,θ ) ∈ R2 × S1,x = -b1, ẋ+ > }0
∑q +={( x, ẋ ,θ ) ∈ R2 × S1,x = }b2, ẋ+ > 0

(5)
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定相位面用于统计系统周期运动的周期数；碰

撞截面用于统计振子与左右两侧约束面的碰撞次

数，选择截面 Σp + 建立系统的 Poincaré 映射。通过

Poincaré映射的 Jacobi矩阵在不动点的特征值研究

系统运动的稳定性及分岔类型。

系统Poincaré映射的示意图如图 2所示。根据

接触过程可以将Poincaré映射分为四个阶段：P1：物

块与右侧弹性约束面脱离后瞬间到与左侧刚性约束

面接触前瞬间的阶段；P2：物块与左侧刚性约束面接

触后到脱离前的阶段；P3：物块与左侧刚性约束面脱

离后瞬间到与右侧弹性约束面接触前瞬间的阶段；

P4：物块与右侧弹性约束面接触后瞬间到脱离前瞬

间的阶段。以上4个映射阶段可以表示如下(式中正

负号分别代表碰撞后与碰撞前)：
P1: ( ẋ+ ( t1+ ),τ ( t1+ ) ) ↦ ( ẋ- ( t2 - ),τ ( t2 - ) )
P2: ( ẋ- ( t2 - ),τ ( t2 - ) ) ↦ ( ẋ+ ( t2 + ),τ ( t2 + ) )
P3: ( ẋ+ ( t2 + ),τ ( t2 + ) ) ↦ ( ẋ- ( t3 - ),τ ( t3 - ) )
P4: ( ẋ+ ( t3 + ),τ ( t3 + ) ) ↦ ( ẋ- ( t1- ),τ ( t1- ) )

(6)

令DP1、DP2、DP3、DP4分别代表P1、P2、P3、P4映

射的 Jacobi矩阵。对于振子与左侧刚性约束碰撞的

阶段，由于瞬时碰撞不改变相位，根据碰撞原理可以

得到：

DP2 = é
ë

ù
û

-r 00 1 (7)

对于非瞬时碰撞的阶段，Jacobi 矩阵DP1、DP3

和DP4可按下式计算：

DP l = é
ë
ê

ù
û
ú

∂fi

∂Xj ( ẋ0,τ0)

( i, j = 1,2 )
( l = 1,3, 4 ) (8)

式中：fi表示每个映射的第 i个分量；Xj表示每个阶段

的初始状态 ẋ0和 τ0。系统每个阶段的Poincaré映射

表示如下：

{ f1 ( t, ẋ0,τ0 ) = ẋ
f2 ( t, ẋ0,τ0 ) = ωt + τ0

(9)

定义函数：

{Gl ( t, ẋ0,τ0 ) = x ( t ) + b1
Gl ( t, ẋ0,τ0 ) = x ( t ) - b2

( l = 1)
( l = 3,4 ) (10)

图 2 系统Poincaré映射示意图

对式(9)和式(10)，利用复合函数求导法则，并运

用隐函数定理，可以求得矩阵DP l ( l = 1,3, 4 )中的各

元素：

aij = ∂fi

∂Xj
-
∂fi

∂t
æ

è
çç
∂G
∂Xj

)∂G
∂t

( i, j = 1,2 ) (11)

系统 n - 1- 1(即 t1 + t2 + t3 = 2nπ/ω时)周期运

动的映射及其对应的 Jacobi矩阵可表示为：

P = P4 ⋅ P3 ⋅ P2 ⋅ P1
DP = DP4 ⋅ DP3 ⋅ DP2 ⋅ DP1 (12)

Lyapunov 指数谱作为判定动力系统稳定性和

混沌特性的工具，是根据系统最大Lyapunov指数是

否大于零来判定系统处于稳定周期运动状态或混沌

运动状态。计算系统的Lyapunov指数谱时，首先选

择 2 个线性无关的初始扰动(δx( 0 )1 ，δx( 0 )2 )，定义(μ( 0 )1 ，

μ( 0 )2 )=(δx( 0 )1 /||δx( 0 )1 ||，δx( 0 )2 /||δx( 0 )2 ||)，以(μ( 0 )1 ，μ( 0 )2 ，)为初始

向量，根据式 (9)所求的线性化矩阵 DP，按 δx( k ) =
DP ( x( k - 1)) ⋅ δx( k - 1)进行迭代一次，可得到一个二维向

量(δx(1 )1 ，δx(1 )2 )。进行下一次迭代前，对此向量采用

Gram-Schmidt正交化和范式归一化处理，将得到的

解向量(μ(1 )1 ，μ(1 )2 )作为初始向量并进行下一次迭代。

迭代次数为 k时，Gram-Schmidt正交化和范式归一

化处理方法为：

ü

ý

þ

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

υ( k )1 = δx( k )1
μ( k )1 = υ( k )1 /||υ( k )1 ||
υ( k )2 = δx( k )2 - ( δx( k )2 ⋅ μ( k )1 ) ⋅ μ( k )1
μ( k )2 = υ( k )2 /||υ( k )2 ||
⋮
υ( k )
n = δx( k )

n - ( δx( k )
n ⋅ μ( k )1 ) ⋅ μ( k )1 - ⋯

-( ( δx( k )
n ⋅ μ( k )

n - 1 ) ⋅ μ( k )
n - 1

μ( k )
n = υ( k )

n /||υ( k )
n ||

(13)

当迭代此时K足够大时，便可得到碰撞振动系

统的Lyapunov指数谱为：

λ i = 1
K∑k = 1

K ln z( k )
i i = 1,2 (14)

3 系统周期运动仿真与分析

考虑系统参数(1)：R = 0.8、ω = 0.5、ζ = 0.1、b2 =
1.396、μk = 10，分析图 1所示碰撞振动系统的稳定

性，文中用 n - p - q表示系统周期运动，n表示系统

力周期数，p表示振子与左侧刚性约束面碰撞次数，q

表示振子与右侧弹性约束面碰撞次数。当系统最大

Lyapunov指数小于 0时，表明相邻轨道间的距离逐

渐变小，最终演化为一个点或者一个极限环，此时系

统处于稳定周期运动状态。如 b1 = 0.534 6时，系统

处于2 - 7 - 2稳定周期运动，周期运动相图如图3(a)

16
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所示、周期吸引子分布图如图 3(b)所示。为得到

Lyapunov指数谱序列，本文采用10 000次迭代，并将

前7 000次迭代略去，得到图3(c)所示Lyapunov指数

谱序列图，从图中可得出，当系统处于稳定周期运动

状态时，它的两个Lyapunov指数均为负值。

当系统最大Lyapunov指数大于 0，表明从相邻

点出发的轨道迅速分离，此时系统处于混沌运动状

态。如 b1 = 0.48时，此时系统处于混沌运动状态，系

统混沌运动相图如图 4(a)所示、混沌吸引子分布图

如图 4(b)所示。采用相同迭代方法得到图 4(c)所示

Lyapunov指数谱序列图，结合图 4(c)可知当系统处

于混沌运动时，系统两个 Lyapunov 指数有一个大

于0。

为研究一定范围内系统稳定性，选择系统参数

(1) 不 变 ，取 b1 作 为 分 岔 参 数 ，取 值 范 围

b1 ∈ [ ]0.407 8, 0.5712 。系统左侧刚性碰撞面Σp +、定

相位面Σn的单参分岔图以及Lyapunov指数谱图如

图5所示，图中GR表示擦边分岔。

由图5可知，在参数 b1由大减小的过程中，系统

由 1- 3 - 1周期运动，在 b1 = 0.555 6处经擦边分岔

转迁为 2 - 7 - 2周期运动，转迁过程中周期运动相

图分别为图6(a)至图6(c)，发生擦边分岔时系统对应

的 Lyapunov 指数会发生跳跃现象；当 b1 进一步减

小，经一系列倍周期分岔进入混沌，此时系统最大

Lyapunov指数大于 0，混沌运动相图如图 6(d)所示；

在 b1 = 0.510 4处系统由混沌运动退化为 3 - 11- 3
周期运动；随着b1的进一步减小，在b1 = 0.500 1处发

生鞍结分岔，系统由 3 - 11- 3稳定周期运动直接进

入混沌，发生鞍结分岔时系统的雅可比矩阵特征值

分别为：λ1 = 1.000 565 81、λ1 = 0.568 412 59。之后

系统经历一个相同序列，由混沌经一系列逆倍周期

分岔转迁为稳定周期运动，再由稳定周期运动经鞍

结分岔进入混沌,系统由混沌运动经一系列逆倍周

期分岔分别转迁为2 - 8 - 2周期运动、1- 4 - 1周期

运动，周期运动相图分别为图 6(e)至图 6(f)，当系统

发生倍周期分岔(逆倍周期分岔)时，系统对应的最

大Lyapunov指数为0。参数 b1由小增大的转迁方式

与 b1减小时的转迁方式相图，该参数条件下不存在

相邻周期运动间的共存现象，故不再详细说明。

选取系统参数 (2)：R = 0.8、ω = 0.5ζ = 0.1、b1 =
0.328 2 、μk = 10 ，取 b2 作 为 分 岔 参 数 ，在

b2 ∈ [ ]1.55,1.632 范围内双向变化，系统刚性碰撞面

分岔图及最大 Lyapunov 指数图如图 7 所示。图中

SN表示鞍结分岔，BC表示边界激变，红色曲线表示

b2由大减小时Lyapunov最大指数值，蓝色表示 b2由

小增大时最大Lyapunov指数值。

在相邻周期运动相互转迁时，由于发生不同类

型分岔的参数点不在同一位置，导致转迁过程不可

(a) 2-7-2周期运动相图 (b) 吸引子分布图 (c) Lyapunov指数图

图 3 2-7-2稳定周期运动

(a) 混沌运动相图 (b) 吸引子分布图 (c) Lyapunov指数图

图 4 混沌运动
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图 5 系统单参分岔图及Lyapunov指数谱

逆，这样在相邻周期运动转迁过程中就会形成由这

两个相邻周期运动稳定共存的多态共存区。当b2由

大减小时，系统由 1- 3 - 0周期运动在 b2 = 1.608 3
处经鞍结分岔进入混沌，此时系统最大Lyapunov指

数值等于0，同时系统映射的 Jacobi矩阵特征值λ1 =
1.000 035 81、λ2 = 0.154 598 25，之后随着 b2 减小系

统由混沌进入 2 - 7 - 1周期运动。当 b2 由小增大

时，系统由 2 - 7 - 1 周期运动进入混沌，在 b2 =
1.6135处经边界激变由混沌运动转迁为 1- 3 - 0周
期运动，此时系统最大Lyapunov指数值等于 0。由

于发生鞍结分岔和边界激变的参数点不在同一位

置，这样在 b2 ∈ [1.608 3,1.6135 ]范围内就会由混沌

运动与1- 3 - 0周期运动稳定共存。结合Lyapunov

指数谱图加以验证，在 b2 ∈ [1.608 3,1.6135 ]范围内

减小时系统最大Lyapunov指数始终大于 0，表明系

统处于混沌运动状态；在该范围内增大时系统最大

Lyapunov指数始终小于 0，表面系统处于稳定周期

运动状态。同时结合系统运动相图(图8)也可得出，

在同一参数条件下，系统同时存在稳定周期运动(红

色曲线)和混沌运动(蓝色曲线)。

4 结 语

本文以单自由度含不同约束碰撞振动系统为研

究对象，通过建立系统的Poincaré映射，将系统转换

为离散系统，并利用Gram-Schmidt正交化和范式归

一化方法，得到了系统的 Lyapunov 指数谱，结论

如下：

(1) 利用Lyapunov指数谱可精确判别系统的稳

定周期运动与混沌运动，还可确定发生不同类型分

(a) 1-3-1周期运动相图 (b) 擦边周期运动相图 (c) 2-7-2周期运动相图

(d) 混沌运动相图 (e) 2-8-2周期运动相图 (f) 1-4-1周期运动相图

图 6 系统周期运动相图
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图 7 系统单参分岔图及最大Lyapunov指数谱

图 8 周期共存相图

岔时的参数位置。

(2) 由于擦边分岔、鞍结分岔和边界激变的出

现，导致相邻周期运动相互转迁过程不可逆，从而形

成多态共存区，利用Lyapunov指数谱可甄别多态共

存区中的混沌运动与周期运动。

(3) 在间隙 b1和 b2变化的过程中，两侧间隙分别

增大时系统都会由稳定周期运动经历一系列倍周期

分岔进入混沌；当 b1减小时系统会由稳定周期运动

经一系列不稳定擦边分岔进入混沌，当 b2减小时系

统会由稳定周期运动经鞍结分岔直接进入混沌，并

且会导致由稳定周期运动与混沌运动共存的多态共

存区。
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