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摘 要：弹性支承梁易在外部荷载作用下发生大幅振动，本文采用非线性能量阱技术，对弹性支承梁的非线性主共

振响应的振动抑制开展研究。基于Hamilton原理，建立非线性能量阱与弹性支承梁的耦合运动方程。通过数值仿真

分析，研究不同参数条件下非线性能量阱的振动抑制效果，利用能量法研究非线性能量阱对主结构振动抑制的能量消

耗。结果表明：非线性能量阱的运用使系统响应幅值显著下降；随着时间增长，系统总能量大幅下降并趋于稳定，非线

性能量阱能实现对弹性支承梁的有效振动抑制。
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Abstract : Elastically supported beams are prone to develop large-scale vibration under external loads. In this paper, the

vibration mitigation of the nonlinear principal resonance response of the elastically supported beams is investigated via

nonlinear energy sink (NES). Based on Hamiltonian principle, the coupled motion equation of NES and the elastically

support beam is established. Through numerical simulation, the vibration reduction effects of NES with different parameters

are compared. The energy consumption and vibration suppression of the main structure under NES is studied using energy

method. The results show that when using NES, the response amplitude of the system is significantly suppressed; as time

increases, the total energy of the system decreases significantly and tends to stable; reasonable selection of parameters of

NES can improve the efficiency of vibration control for the elastically supported beams.
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梁结构作为基本构件广泛应用于工程结构，其

在外部荷载和环境作用下易发生大幅振动。特别是

在大跨度斜拉桥中，梁结构的振动往往会导致斜拉

索的大幅振动，能量在各子结构之间传递，易激发系

统的大幅振动。因此，梁的振动抑制成为实际工程

中的亟需解决的问题之一[1]。
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振动抑制技术中常见的方法为附加阻尼装置，

其中的调谐质量阻尼器（Tuned mass damper，TMD）

工作频带较窄，对激励的响应不敏感，当子系统能量

积累至一定值时，TMD才能对主结构振动起到抑制

效果，当结构阻尼比较大时，TMD 的抑制效果下

降[2]。而非线性能量阱(Nonlinear energy sink，NES)

由于具有质轻、工作频带宽、能量单向传递等优点，

在振动控制领域得到学者的广泛关注。工作原理为

多自由度非线性振动系统在特定条件下会出现靶向

能量传递现象(Targeted energy transfer，TET)[3]，或者

能量泵浦现象(Energy pump)现象[4]，从而可实现非

线性振动系统的减振[5－6]。王杰[7]等针对一种新型非

线性微振动流体隔振器的Octo-strut平台，对其振动

耦合性、安全冗余性等动力学特性进行了理论分析
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和数值仿真验证。张新华和曹保锋[8]基于非线性模

态动力学理论，针对一个两自由度非线性振动系统，

给出了其频能图以及内共振情形下的局部化非线性

模态。Yao等[9]研究了接地NES对转子系统的减振

问题。Tian等[10]研究了利用NES对三维梯形机翼的

非线性气动弹性行为的振动抑制问题。李爽等[11]研

究舰船设备受外部冲击激励扰动时NES的振动抑

制效果。刘艮和张伟[12]利用NES对在航空航天领域

应用广泛的悬臂矩形板进行减振研究。王菁菁等[13]

对一个两自由度主体结构附加SSVI轨道NES进行

了理论分析、数值优化和试验验证。刘涛等[14]通过

线性减振弹簧构建具有NES的Duffing振子，提出一

种切实可行的NES减振系统构建方法。Geng等[15]

提出了带有分段线性弹簧的有限非线性能量吸收

器。Gomez等[16]开展了基于NES的结构系统地震响

应振动抑制的优化设计研究。

本文在现有研究基础上，利用 NES 技术的优

势，采用NES对弹性支承梁进行振动抑制研究，分

析了在不同参数下，弹性支承梁的非线性主共振动

力响应。基于能量法则，得到了弹性支承梁及NES

耗散能量随时间变化的关系图，分析了NES的能量

耗散效果。

1 数学模型及控制方程

图 1为轴力作用下弹性支承梁，并附加NES进

行振动抑制。其中梁假定为Euler-Bernoulli梁，不可

伸长且忽略其扭转和剪切变形。

图 1 附加NES弹性支承梁振动抑制系统示意图

基于Hamilton原理，考虑轴力、弹性支座和外激

励作用，可得受控梁的运动方程为[17－18]：

mv̈ + cv̇ - EAp ( t ) v″ + EIv″″ + kc vδ ( x - l ) -
EA
2l v″ ∫0l v′2dx = [ k ( v ( x, t ) - y ( t ) )3 +
ξ ( v̇ ( x, t ) - ẏ ( t ) ) ] δ ( x - xc ) + f cos ( Ωt ) (1 )

mNES ÿ ( t ) -
[ k ( v ( xc, t ) - y ( t ) )3 + ξ ( v̇ ( xc, t ) - ẏ ( t ) ) ] = 0 (2)

边界条件为：

v ( 0, t ) = 0, v′ ( 0, t ) = 0, v″ ( l, t ) = 0
EIv″″ ( l, t ) + kc v ( l, t ) = 0 (3)

其中：v和 y分别表示受控梁和NES的位移，m、c分

别表示梁的线密度、阻尼，E为梁的弹性模量，A为梁

的横截面积，l为梁的长度，p ( t )为轴向作用力，kc为

梁的弹性刚度系数，I为截面惯性矩，f、Ω分别为外

激励的幅值和频率，k、ξ、mNES分别表示非线性能

量阱的非线性刚度、阻尼系数和质量，δ是Kronecker

函数。

运用Galerkin方法对位移函数 v ( x, t )进行展开：

v =∑
n = 1

∞

ϕn ( x ) qn ( t ) (4)

其中：ϕn ( x )为振型函数，表达式如下[17]：

ϕi ( x ) =
Ai
é

ë
êê

ù

û
úúcosδi x - coshεi x - σ ( )sinδi x - δi

εi
sinhεi x ,

σi = δ2
i cosδil + ε2

i coshεil
δ2
i sinδil + εi δi sinhεil ,

δi = ( ri + g4 /4 )1 2 + g2 /2 ,
εi = ( ri + g4 /4 )1 2 - g2 /2 ( 5 )

其中：ri由以下超越方程给出：

EIδ5
i + EIε4

i δi + 2EIε2
i δ3

i cosδil coshεil +
EI ( εi δ4

i - ε3
i δ2

i ) sinδil sinhεil - k ( ε2
i + δ2

i )
sinδil coshεil + k ( δ3

i /εi + εi δi ) cosδil sinhεil = 0 ( 6 )
将式(4)代入式（1）、式（2），并进行 Galerkin 积

分，可以得到：

q̈ ( t ) + μq̇ ( t ) + ω2
nq ( t ) + Γnnnnq3 ( t ) =

[ k ( q ( t ) - y ( t ) )3 + ξ ( q̇ ( t ) - ẏ ( t ) ) ] ϕ ( xc ) + f cos ( Ωt )
(7)

εÿ ( t ) - [ k ( ϕ ( xc ) q - y ( t ) )3 + ξ ( ϕ ( xc ) q̇ - ẏ ( t ) ) ] = 0
（8）

其中：

μ = c
m

,Γnnnn = - EA
2ml ∫0l ϕ″n ( x ) ϕn ( x ) ∫0l ϕ′n ( x ) ϕ′n ( x ) dxdx,

ε = mNES
m

。

2 数值仿真

本节研究不同参数下NES对弹性支承梁的非

线性主共振的振动抑制效果 ，即 Ω = ωn + σ，

( σ为调谐参数 )。运用能量法对受迫激励下系统总

能量、NES耗散的能量、外部输入能量进行分析。梁

的几何尺寸和材料特性参数选取如下：

l = 99.62 × 10-2m ， A = 15.36 × 10-4m2 , E =
34.5GPa，I = 9.866 2 × 10-8m4 ，kc = 6.872 × 104 N/m，

m=4.4 kg/m。

根据能量准则[2, 18]，系统总能量为：
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E tot ( t ) = 1
2 q̇2 ( t ) + 1

2 εẏ2 ( t ) + 1
2 ωn

2q2 ( t ) +
1
4 k [ ϕ ( xc ) q ( t ) - y ( t ) ]4 ( 9 )

输入能量是总能量在零时刻的值与外部激励提

供的能量的总和，其表达式为：

EInput ( t ) = E tot ( 0 ) + WF ( t ) (10)

其中：

WF ( t ) = ∫0t1 f [ ϕ ( xc ) q̇ - ẏ ] cosΩt dt (11)

NES耗散的能量为：

Ed
NES = ξ ∫0t1 [ ϕ ( xc ) q̇ ( t ) - ẏ ( t ) ] 2 dt (12)

假定m=0.012，f = 0.008。取NES参数为：k =10，

ξ = 0.06，σ = 0.46，xc = L/4，比较 NES 质量比 ε对结

构响应的影响，分别取ε为0.05、0.1和0.2，得到梁的

响应曲线如图2所示。

图 2 不同ε值下带NES主共振响应对比图

设定ε = 0.01,xc = L/8，其他参数不变，分析非线

性刚度对结构的影响。取NES的非线性刚度系数

为 100、300和 500，得到 3种取值下的主结构响应如

图 3所示。图 2是不同ε值、k值下附加了NES的弹

性支承梁时程曲线。从中可知，NES质量越大，其减

振效果更好。而从图 3中可以发现，随着非线性刚

度的改变，梁的振动幅值变化并不明显。

图 3 不同k值下带NES主共振响应对比图

取不同阻尼系数值 ξ = 0.05、0.07、0.09，设定

k = 100，ε = 0.01，xc = L/4，弹性支承梁在不同阻尼系

数下的响应曲线如图4所示。可以看出NES的阻尼

对主结构减振起到主要作用，阻尼比越大效果较好。

设定 ξ = 0.06，ε = 0.01，k = 200，得到 NES 处于

梁不同位置时的主结构响应如图 5 所示。可以得

知，NES在梁的L/8和L/4处的减振效果比L/2处的

更好。从图 4和图 5可以看出，当NES参数选取合

理时，NES减振效果显著。

图 4 不同ξ值下带NES主共振响应对比图

图 5 NES不同安装位置时主共振响应对比图

图 6为系统能量图。输入能量、总能量和NES

消耗能量之间的关系是E tot=EInput-ENES
d 。其中，E tot为

系统总能量，ENES
d 为NES耗散能量，EInput为输入能量。

总系统在附加NES的情况下，能量明显减少。输入

能量和总能量的走势大致相同，NES消耗的能量在

t=10 s时有一个小高峰，之后趋于平稳，NES对主结

构振动起到了明显抑制作用。

3 结 语

本文研究了NES作用下弹性支承梁主共振的

振动抑制，运用能量法分析得到了该系统能量变化

规律。通过数值仿真，得出结果如下：

(1) 采用NES可以有效抑制其大幅振动，其主共

振响应受非线性能量各参数影响；

(2) 调整NES非线性刚度、阻尼、质量和位置，可

以得到较好的振动抑制效果；

(3) 非线性刚度和质量对减振幅值影响较小，仅

使时程曲线产生偏移，幅值上没有明显变化。起主

要抑制振动作用的元器件是阻尼部分，由结果可以

看出，随着阻尼比增大，减振效果越来越好。

基于非线性能量阱的弹性支承梁振动抑制 65
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图 6 系统能量图
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