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非线性特性。

实际应用中，缓冲包装系统具有强非线性特性，

且阻尼对响应影响不可忽略。Wang和Low[15]针对

考虑阻尼的非线性缓冲包装系统，为获得定量分析

解，提出局部线性化分析方法，将全局非线性过程分

解为系列线性阶段，获得系统在局部线性化工作点

的定量分析解，在全局非线性中跟踪并预测系统响

应最大加速度及其响应动态行为。本文针对EPS缓

冲包装系统，应用全局非线性局部线性化方法，结合

静态、动态压缩试验，预测首次跌落冲击过程中系统

响应加速度最大值。

1 局部线性动力学方程及其解

假设缓冲材料EPS厚度为 d，承压面积为 A，材

料应力为σ，应变为ε，材料的刚度K[15]为

K = σA
εd

（1）

由于缓冲材料的应力-应变曲线σ-ε的全局非线

性，跌落冲击条件下精确确定系统的动态响应并不

容易。为定量分析非线性系统动态响应特性，对全

局非线性进行线性化处理，将冲击过程分解为系列

局部线性阶段，每个阶段作为局部线性化的工作点，

每个工作点采用线性化刚度系数，刚度K是关于变

形 x的函数。产品的质量记为M，跌落高度为h。系

统跌落冲击动力学方程及初始条件为

ì
í
î

Mẍ + C ( )x ẋ + K ( )x x = 0
x ( )0 = 0, ẋ = v ( )0 = 2gh （2）

进一步可得：

ì
í
î

ẍ + 2ζω ( )x ẋ + ω2 ( )x x = 0
x ( )0 = 0, ẋ ( )0 = v ( )0 = 2gh （3）

ω ( )x = K ( )x
M

,C ( )x = 2ζ K ( )x M （4）

式中：ω ( )x 为局部工作点的频率。设局部工作点时

间参数为τ，方程式（3）的解为

x ( )τ = 2gh
ω ( )x 1- ζ2 e-ζω ( )x τsin ( )ω ( )x 1- ζ2 τ（5）

ẋ ( )τ = - 2gh
1- ζ2 e-ζω ( )x τsin ( )ω ( )x 1- ζ2 τ - ϕ

（6）

ẍ ( )τ =
2gh

1- ζ2 ω
( )x e-ζω ( )x τsin ( )ω ( )x 1- ζ2 τ - 2ϕ

（7）

式中：ϕ表示为

ϕ = arctan 1- ζ2 ζ （8）

当系统的速度为零时，加速度达到最大。由式

（6）可得，加速度达到最大值时的时间为

τa - max = ϕ

ωa - max 1 - ζ2 （9）

式（8）、式（9）代入式（7）可得最大加速度为

ẍmax = || ẍ ( )τa - max = 2gh ωa - maxe- ζϕ

1- ζ2
（10）

局部工作点频率ωa - max为

ωa - max = ω ( )τa - max = Ka - max
M

（11）

式中：Ka - max 对应加速度最大时的局部线性刚度系

数。进一步有：

ẍmax = 2ghKa - max
M

e- ζϕ

1- ζ2
（12）

由式（1）知，加速度最大瞬间系统刚度系数为

Ka - max = A
d

× σa - max
εa - max

（13）

式中：σa - max、εa - max表示加速度最大瞬间缓冲材料的

应力、应变值。将式（13）代入式（12），系统最大加速

度预测表达式为

ẍmax =
2gh
M

A
d
σa - max
εa - max

e- ζϕ

1- ζ2
=

g
2 σa - max
εa - max ( )hd
( )W
A

e- ζϕ

1- ζ2
（14）

式中：W = Mg，h d取决于缓冲垫的几何形状，由系

统确定，h d和W A被确定后，系统阻尼比 ζ可通过

试验获得，但加速度达到最大值瞬间缓冲材料的应

力σa - max及应变εa - max如何确定需进一步讨论。

2 未知参数的确定

跌落冲击条件下，假设系统阻尼为黏性阻尼，由

能量守恒可知，高度为 h时对应的系统的势能转化

为跌落冲击开始时的系统动能，而此时的动能又转

化为当缓冲材料产生最大变形时的变形能和黏性阻

尼的耗散能：

Wh = 1
2 Mẋ2 ( )0 = ∫ xa - max

0 K ( )x xdx + E0 （15）

注意到x = εd及式（1），经推导可得：

∫ εa - max
0 σ × dε = Wh

Ad
- E0
Ad

（16）

式中：E0为黏性阻尼耗散的能量。

记∫ εa - max
0 σ × dε = Eu为变形最大时单位体积缓

冲材料的弹性变形能，也称应变能密度。式（16）可

表示为

Eu = Wh
Ad

- E0
Ad

（17）

式中：
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E0 = ∫Cẋdx = ∫ ta - max
0 Cẋ ( )dx

dt dt = ∫ ta - max
0 Cẋ2dt（18）

将式（4）和式（6）代入式（18），E0可表示为

E0 = Wh ( )1- e- 2ζϕ
1- ζ2

（19）

将式（19）代入式（17）得应变能密度：

Eu = ∫ εa - max
0 σ × dε = Wh

Ad
- E0
Ad

= Wh
Ad

e- 2ζϕ
1- ζ2

（20）

由式（20）知，若已知跌落高度h、产品质量M、缓

冲材料的厚度d、面积A以及阻尼比ζ等，即可确定当

加速度达到最大值时的应变能密度Eu。通过试验获

得缓冲材料的应力-应变曲线，由应力-应变曲线计

算对应变形的应变能密度，获得 Eu-ε曲线。通过

Eu-ε曲线找到对应的最大变形εa - max，由应力-应变曲

线找到对应的应力σa - max。由式（14）即可预测系统

加速度响应最大值。

3 预测的试验验证

3.1 材料

实验材料：规格为100 mm×100 mm×100 mm和

200 mm×200 mm×100 mm、密度为 20 kg/m3发泡聚

苯乙烯（EPS）样品若干，均为上海复文包装材料有

限公司生产的同一批产品。采用 GB/T 4857.2－

2005[16]标准对样品进行预处理。

3.2 正弦扫频试验

使用美国Lansmont公司的 7000型液压振动试

验系统，参照文献[17]的试验方法，获得系统阻尼比

的近似值ζ ≈ 0.126 9。
3.3 静态压缩试验

参照GB/T 8168－2008[18]包装用缓冲材料静态

压缩试验方法，采用美国MTS系统公司的E43.104

电子万能试验机对 3组样品静态压缩试验，应力-应

变数据平均值曲线如图 1所示，静态应变能密度Es-

εs关系曲线如图2所示。

图 1 EPS样品静态应力-应变曲线

图 2 EPS样品静态应变能密度-应变曲线

3.4 动态压缩试验

参照GB/T 8167－2008[19]包装用缓冲材料动态

压缩试验方法，采用XG-HC缓冲材料试验机对样品

进行动态冲击试验，重锤质量取为 40 kg，等效跌落

高度h为965 mm，3组试验条件相同，分别记录首次

跌落冲击加速度-时间历程数据，通过积分获得位移

（压缩量）-时间历程数据，进一步获得动态应变-时

间历程数据。3组试验动态应力-应变平均值曲线如

图 3 所示。动态应变能密度 Ed-εd关系曲线如图 4

所示。

图 3 EPS样品动态应力-应变曲线

图 4 EPS样品动态应变能密度-应变曲线

3.5 加速度预测结果

加速度理论预测分析与试验相关参数取值相

同：W/A = 10 kPa，h/d = 9.65，ζ ≈ 0.126 9，由式（8）得
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ϕ ≈ 1.4436，静、动态试验理论加速度与实测加速度

比较如表1所示。

表 1 预测加速度与实测加速度比较

静态

试验

动态

试验

预测
加速度/g

23.67

22.80

26.39

26.12

24.53

25.89

实测
加速度/g

25.82

25.85

25.88

25.74

相对
误差/(%)

8.33

11.70

2.21

1.04

5.22

0.58

误差
平均值/(%)

7.41

2.28

注：表1中相对误差为预测与实测加速度的比较结果。其中

基于静态试验预测的加速度相对误差是与3组动态试验获得

的加速度平均值比较的结果；基于动态试验预测的加速度相

对误差是与同组实测值的比较结果。

由表 1知，基于动态试验预测理论加速度最大

值更接近于实测结果。

为分析材料的阻尼比对加速度预测结果的影

响，保持原有参数值不变，仅改变阻尼比的取值，小

阻尼条件下（ζ = 0.08～0.2）阻尼比对式（14）预测结

果影响如表2所示。相对误差为阻尼比不同时的理

论预测与动态试验实测结果（三组试验加速度平均

值 为 25.82 g）的 比 较 ，动 态 试 验 时 阻 尼 比

值ζ ≈ 0.126 9。
表 2 阻尼比对预测结果的影响

阻尼比

ζ

0.08

0.10

0.12

0.14

0.16

0.18

0.20

静态试验

预测

加速度/g

25.55

24.95

24.40

23.91

23.46

23.04

22.67

相对误差/

(%)

1.05

3.37

5.50

7.40

9.14

10.77

12.20

动态试验

预测

加速度/g

26.65

26.06

25.48

24.98

24.51

24.05

23.63

相对误差/

(%)

3.21

0.93

1.32

3.25

5.07

6.86

8.48

由表 2知，相同参数(W A = 10 kpa、h d = 9.65)

条件下，与 ζ ≈ 0.126 9时实测最大加速度比较，小阻

尼条件下，随阻尼比增加，基于静、动态试验预测跌

落冲击最大加速度值均减小，相对误差增大，且基于

动态试验预测结果优于基于静态试验预测结果。

4 结 语

针对EPS非线性缓冲包装系统，建立了一种相

对可靠且实用的预测跌落冲击条件下加速度响应的

线性化方法，该方法的特点如下：

将系统的全局非线性离散为局部线性化工作

点，使得非线性动力学问题转化为局部线性化问题，

避免了非线性本构关系的建立。

加速度响应最大值预测分析过程中，考虑黏性

阻尼条件下应用能量守恒，将问题转化为加速度达

到最大值时获得缓冲材料的应力、应变问题，其可以

通过静、动态试验确定。

试验分析表明，基于动态试验的预测结果优于

基于静态试验的结果；在小阻尼条件下，随阻尼比增

加基于静、动态试验所预测加速度最大值减小，相对

误差增大。

尽管选择EPS为缓冲材料，但是首次跌落冲击

加速度响应预测无需系统的本构关系，此线性化分

析方法具有一定的适应性，可以推广到其他非线性

缓冲包装系统。
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