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L型耦合板模型振动响应统计方差分析

蔡延年，张文春，石 巍，王铁钧，王大鹏

（中车大连机车车辆有限公司 辽宁省轨道交通车辆设计制造专业技术创新中心，

辽宁 大连 116026 ）

摘 要：为探究统计能量分析法的有效性，以L型耦合板结构为研究对象，建立功率流平衡方程，计算扰动情况下耦

合板的振动平均响应，对系统的振动响应结果进行统计方差分析。结果表明：频率（模态重叠因子）的升高导致振动响

应平均值的方差逐渐减小，其95 %置信区间覆盖范围逐渐趋于零；对于振动响应的表达方式，低频段应使用平均值及

95 %置信区间的形式，高频段可使用统计平均结果表示；提高平均带宽的宽度显著改善方差较大问题，较宽的带宽有

助于提高声振响应计算精度。
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Statistical Variance Analysis for Vibration Responses
of L-shaped Coupled Plates
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Abstract : In order to analysis the validity of statistical energy analysis, power flow equilibrium equation was

established for the model of an L-shaped coupled plate and the mean vibration responses were calculated under perturbation

condition. The results indicate that with the increase of frequency (mode overlap factor), the variance of the mean value of

vibration response decreases gradually; and the 95 % coverage of the confidence interval tends to 0. The vibration response

can be expressed by the mean value of the vibration response and its 95 % confidence interval in the low frequency band and

by statistical mean results in the high frequency band. Increasing the average bandwidth can significantly ameliorate the

problem of large variance. And the wider band is helpful to improve the accuracy of vibroacoustic response calculation.
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自 20 世纪 60 年代提出以来，统计能量分析法

（Statistic energy analysis，SEA）已经广泛应用于轨道

交通，航空航天，汽车，船舶等行业的声振响应预测

与控制问题。这一方法的本质是从能量角度出发，

分析和研究振动与声的统计处理方法。所以，“统

计”具有特定含义，是指把研究对象划分成不同的子

系统后，假定每个子系统的模态参数的统计分布为

已知的统计总体，该统计总体有一系列名义上的同

类子系统组合而成。同类子系统的模态参数上
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的差异在给定的频率范围内具有随机分布的特性。

任意子系统均可视为统计总体的一个样本。由于子

系统具备统计特性，子系统的模态参数也是随机变

量，那么统计总体在给定输入激励下的响应也是随

机变量。作为随机变量，有必要对响应结果进行统

计平均值及其方差方面的统计性分析。

Lyon首次研究了 SEA模型的统计方差问题[1]，

以结构和房间等简单模型为研究对象，给出了其输

入功率和响应的方差。Langley等[2–7]针对统计能量

分析原理涉及的统计估计问题进行了一系列分析，

在理论计算，数值分析及试验验证方面均有所建树，

极大地促进了这一细分研究方向的发展。国内方

面，廖庆斌等[8–10]分析了统计能量分析中响应统计估
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计的研究进展，随机结构及复杂耦合动力系统的振

动响应统计特性问题。

本文基于统计能量分析原理，分析集中力作用

下L型耦合板的振动响应，计算扰动输入情况下响

应速度的平均值及95 %置信区间的分布情况，讨论

模态重叠因子，平均带宽宽度对统计方差的影响。

1 基本原理

在满足统计能量分析法的基本假设条件下[11]，

依据能量守恒原理建立不同子系统间的功率流平衡

方程：

ωηjEj +∑
k

ωηjkηj ( )Ej

nj
- Ek

nk
= Pj (1)

式中：ω为圆频率，ηj为子系统 j的内损耗因子，Ej为

子系统 j的能量，ηjk为子系统 j及 k间的耦合损耗因

子,nj和nk分别为子系统 j及 k的模态密度，Pj为子系

统 j的输入功率。

以矩阵形式扩展表示式（1），有：

CÊ = P (2)

式中：P为每个子系统输入功率向量，Ê为子系统总

体平均模态能量，Ê = Ej /nj，N阶矩阵C为

C jj = ω ( )ηj +∑
k ≠ j
ηjk nj (3)

C jk = -ωηjknj, j ≠ k (4)

当矩阵C和向量P具备随机特性且存在扰动情

况下，式（2）改写为

( )C0 + Cran Ê = P in + Pran (5)

式中：C0为矩阵C的确定性分量，Pran为扰动分量；P in
为输入功率的确定性分量，Pran同样为扰动分量。

假设系统中存在的随机扰动很小，可以忽略扰

动分量的二次项，对式（5）求逆，仅保留一阶摄动项：

Ê - Ê0 = ( )C0 + Cran

-1 ( )P in + Pran (6)

式中：Ê0为系统能量的确定性分量。

假定扰动分量相互独立，进一步推导系统能量

的方差表达式：

Var [ ]Êj =∑
k

( )C-1
jk

2
Var [ ]Pran,k +

∑
k
∑
s ≠ k
[ ]( )C -1

jk - C -1
js Ês

2
Var [ ]Cran,ks

(7)

式中：Var [ ]Êj 为子系统 j模态能量的方差，C-1
jk 为SEA

矩阵C的逆矩阵中第 jk项，Ês表示子系统 s的总体平

均模态能量，其他两个方差项由式（8）及式（9）给出。

Var [ ]Pran,k = P 2
in,kr2 ( )αk,m′k,B′k (8)

Var [ ]Cran,ks = C2
ks r2 ( )αks,m′k,B′k (9)

式中，αk为子系统 k外部输入功率方差及模态响应

统计特性的参数，不同激励形式及模态振型统计特

性下的计算方法均不相同[10]；αks为耦合系数；m′
k为

由子系统 k的净等效损耗因子η′k（包含内损耗因子

及耦合损耗因子）引起的半功率带宽模态重叠因子，

其表达式为m′k = ωη′knk；B′k为与频率平均带宽Δ相

关的带宽参数，其表达式为B′k = Δ ( )ωη′k ；函数 r2表

示子系统响应的相对方差，由Langley基于高斯正交

统计假设[3]给出，单一子系统在简谐激励作用下能量

的相对方差 r2的表达式：

r2 ( )α,m,B = α - 1
πm

( )2tan-1 ( )B
B

- ln ( )1+ B2

B2 + 1
πmB2 ln ( )1+ B2

(10)

式中：α为载荷类型参数，m为模态重叠因子，B为带

宽参数。

2 计算模型

L型耦合板结构在各个行业应用广泛，在轨道

交通行业中主要是组成车体结构的重要构件，L型

板耦合结构常见于边角位置。以图 1所示的L型耦

合板模型为研究对象,该耦合板模型由长板和短板

组成，两板件间夹角为直角。长板尺寸为0.6 m×0.8

m，短板尺寸为0.6 m×0.4 m。板件材质为钢，厚度为

3 mm，具体属性如表 1所示。长板中心位置受到集

中力作用，在分析频段63 Hz～8 000 Hz内的幅值均

为1 N。

图 1 L型耦合板模型示意图

表 1 L型耦合板模型基本参数

参数

杨氏模量

泊松比

密度

损耗因子

符号

E

v

ρ

η

数值

2.1×1011 Pa

0.3

7 800 kg/m3

0.1 %

74
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3 响应方差分析

基于统计能量分析原理的声振预示实质是利用

频带内子系统的模态群振动能量计算不同子系统的

平均振动能量，但实际应用中任意子系统实际具备

的能量无法精确地等于统计能量分析法计算得到的

平均能量。所以，只有对声振平均响应能量进行方

差分析，才能掌握子系统平均能量偏离其平均值的

程度。仅在方差与平均值相比是相对较小时，其平

均计算结果具备实际应用价值，否则应以置信区间

形式。

长板和短板的振动速度响应及其 95 %置信区

间情况分别如图2及图3所示。由图2及图3可以看

出，频率由低不断升高，95 %置信区间范围不断缩

小，振动速度响应结果的方差逐渐趋于零，此时具有

很大概率接近平均速度响应，振动速度可以使用单

一的统计量估算结果表示。

图 2 长板振动速度响应及其95 %置信区间

图 3 短板振动速度响应及其95 %置信区间

图4及图5是长板和短板振动速度响应的95 %

置信区间确定的偏差上下限与其平均值的比值情

况，纵坐标以偏差百分数表示。在较低频段，特别是

63 Hz中心频率处，长板的上、下限偏差百分数分别

为20.4 %及18.6 %，短板的上、下限偏差百分数分别

达到 29.0 %及 25.4 %，相对较大的偏差说明估算结

果接近其平均值的概率很小，此时仅以振动速度平

图 4 长板振动速度响应相对偏差

图 5 短板振动速度响应相对偏差

均值表示这一频段的振动响应的准确性难以保证，

需要以置信区间的表示形式。

图 6为长板和短板的模态重叠因子计算结果，

随着频率的升高，模态重叠因子不断增加。由于长

板面积为短板的 2倍，同一频段下的长板模态重叠

因子为短板的2倍。以63 Hz为中心频率的频段下，

长板的模态重叠因子为 0.005 0，短板的模态重叠因

子为 0.002 5。过低的模态重叠因子条件下，子系统

的模态数目不足，使得SEA的计算结果产生无法预

知的波动和偏差，导致这一频段的振动速度响应上、

下限偏差百分数过大。结合式（10）可知，随频率升

高而减小的方差是由模态重叠因子的增加所引起。

图 6 长板及短板的模态重叠因子

L型耦合板模型振动响应统计方差分析 75
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不同带宽宽度的平均方式对方差的影响如图 7

及图 8所示。图 7和图 8分别为短板振动速度的功

率谱密度（Power spectral density，PSD）的1/3倍频程

及 1 / 1 倍频程结果。图 7 和图 8 的参考值为 1

(m/s2)/Hz，灰色区域表示95 %置信区间的覆盖区域，

其面积代表PSD计算结果的方差大小。

图 7 1/3倍频程短板PSD及其95%置信区间

图 8 1/1倍频程短板PSD及其95 %置信区间

由图 7和图 8可知，1/1倍频程的灰色区域显著

小于 1/3倍频程结果。这一结果表明平均带宽的宽

度越宽，方差越小。扩展求解带宽的宽度能够明显

减小声振平均响应的方差，改善计算精度。

4 结 语

利用统计能量分析原理对L型耦合板进行了振

动响应统计方差分析，得到了耦合板结构不同组件

在集中力作用下的振动速度响应平均值及其 95 %

置信区间，研究结果指出：

（1）随着频率（模态重叠因子）的升高，振动响

应平均值的方差逐渐减小。

（2）由于较低频段的模态重叠因子较低，应使

用振动响应平均值及 95 %置信区间的形式给出其

统计能量分析结果；进入较高频段后，则可以使用单

一的统计量结果表示振动响应。

（3）求解平均带宽的增加可以改善方差较大的

不利结果，有助于提高声振响应计算精度。
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