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随机激励下新型滚珠式吸振器的参数最优设计
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摘 要：新型滚珠式动力吸振器在实际工况下所受的外部激励多为随机激励。利用H2优化原理，采用白噪声作为

外部激励，以随机激励下吸振系统的均方响应最小作为优化目标，对新型滚珠式动力吸振器进行参数最优设计。与简

谐激励条件下该滚珠式吸振器的参数最优设计结果进行了比较。结果表明，外部激励为随机激励时，该滚珠式吸振器

在随机激励条件下所进行最优设计的吸振效果更好。
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Optimal Parameters Design of a Ball Type Dynamic Vibration
Absorber under Random Excitation
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( School of Mechanical and Electrical Engineering, Xi’an University of Architecture and Technology,

Xi’an 710055, China )

Abstract : When the new ball-type dynamic vibration absorber is applied in actual conditions, the external excitation is

mostly random excitation. Based on the H2 optimization principle, using white noise as the external excitation and with the

minimum mean square response of the vibration absorber system under the random excitation as the objective, the parame-

ters of a new ball-type dynamic absorber are optimized. Result of the design is compared with that of the optimal design of

parameters of the ball-type absorber under harmonic excitation. The results show that the new ball-type absorber has a better

vibration absorption effect under random excitation.
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振动会对机械领域的实际工况产生一定的影

响，当激励频率接近系统的固有频率时，会产生过大

的振动，产生设备维修频繁、工作效率降低等问题。

为了在共振频率点附近减小系统振动，在振动主系

统上附加动力吸振器已经成为工程领域吸振的有效

手段之一[1]。由于实际工业环境中振源的多样性，简

谐激励下得到的参数最优解与实际工况中的参数最

优解存在误差。因此，研究外部激励为随机激励时

新型滚珠式动力吸振器的参数优化设计有一定的理

论意义。
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传统的动力吸振器或调谐质量阻尼器是一个在

吸振器质量m和主系统质量M之间增加阻尼器和弹

簧的吸振装置，由Frahm[2]于1911年发明。它的基本

功能是在系统启动和停止过程中，当系统发生幅值

较低的共振时，限制主质量的振幅。Ormondroyd和

Den Hartog[3]在1928年指出，动力吸振器的阻尼对于

单自由度系统在共振时的振幅响应的最小化有一个

最优值，这种优化准则称为H∞优化。Den Hartog[4]的

定点理论常被用来确定附加在单自由度振动系统上

动力吸振器的最佳调谐频率和阻尼比。

为了扩展动力吸振器的应用，Crandall和Mark[5]

提出了另一种优化原理，其目标函数是在白噪声激

励下使总振动能量或原结构的均方运动最小，称为

动力吸振器H2 优化。如果振动系统受风荷载等随

机激励而不是简谐激励作用，H2优化比H∞优化更可

取。Warburton[6]和Asami等[7]推导出传统动力吸振

器附加在无阻尼主系统上的H2优化的精确解。Asa-

mi等 [8]推导了传统动力吸振器附加在单自由度系统
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上时H∞和H2优化问题的解析解。Cheung和Wong[9]

推导出传统动力吸振器抑制平板振动的H∞和H2最

优参数。

张小龙等 [10]提出了一个滚珠式新型动力吸振器

理论模型。该吸振器轨道面为摆线包络线旋转曲

面，它可以有效降低机械或结构在多方向产生的强

迫振动响应，同时克服激励幅值影响固有频率的缺

点。其根据两定点理论进行了简谐激励下的吸振特

性分析，但是并没有求解随机激励下该动力吸振器

的参数最优解。

据此本文采用理想白噪声作为外力激励，将其

应用到以摆线包络线旋转曲面作为轨道的滚珠吸振

器上，建立吸振系统的运动方程式。根据主系统振

幅响应的均方值设定性能指标，将性能指标最小化

作为优化准则。对随机激励下的新型滚珠式动力吸

振器进行参数最优设计，讨论参数对吸振性能的影

响，证明随机激励下的参数最优解在实际工况的应

用中优于简谐激励时的值。

1 吸振系统运动方程式

以摆线包络线旋转曲面为轨道的滚珠动力吸振

器是在振动主系统（质量为M）的摆线包络线旋转曲

面滚道内放置一吸振滚珠（质量为m、半径为 r），主

系统与基础之间用刚度为 k的弹簧及阻尼系数为 c

的阻尼器相连的一种被动式动力吸振器。当振动主

系统受到随机激励产生振动时，吸振滚珠在轨道上

发生轻微滚动，吸振滚珠的黏性阻尼 cb耗散了一部

分系统能量，达到多方向有效吸振的目的。安装吸

振器后主系统系统模型如图1所示。

图 1 安装动力吸振器主系统模型

对振动系统进行分析，系统平衡时，滚珠在凹面

最底部且弹簧 k无伸缩，设此处为坐标原点，建立基

础坐标系 OXY和主系统坐标系 oxy。当主系统在

OXY坐标系中运动到X、滚珠在 oxy坐标系中运动到

( x,y )时，系统动能 T̄、势能 Ū及耗散函数 V̄分别为
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T̄ = 1
2 [MẊ2 + m ( ẋ + Ẋ )2 + mẏ2]

Ū = 1
2 kX2 + mgy

V̄ = 1
2 cẊ2 + 1

2 cb ( ẋ2 + ẏ2 )
(1)

式中：cb为吸振滚珠运动阻尼。

简化轨道如图2所示。半径为a的动圆在xoy平

面上，x轴与直线 y = 2a之间作无滑动纯滚动，摆线

为滚珠上一点T在滚动时所描绘的轨迹。设起始动

圆半径O′T经过某时刻转动到o″T ″位置，转角为θ（逆

时针 θ < 0，顺时针 θ > 0），根据上述条件写出摆线的

参数方程式为[10]

}x = a ( θ + sinθ )
y = a (1 - cosθ ) ( a > 0, -π ≤ θ ≤ π ) (2)

图 2 轨道曲面

将式(2)代入式(1)得：
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T̄ = 1
2 ( M + m ) Ẋ2 + ma2 θ̇2 (1 + cosθ ) +

maθ̇ (1 + cosθ ) Ẋ
Ū = 1

2 kX2 + mga (1 - cosθ )
V̄ = 1

2 cẊ2 + cba2 θ̇2 (1 + cosθ )

(3)

由拉格朗日方程可知，当主系统受到随机激励

力W ( t )时，振动系统的运动方程式为
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( M + m ) Ẍ + maθ̈ (1 + cosθ ) - maθ̇2sinθ +
cẊ + kX = W ( t )
ma (1 + cosθ ) Ẍ + 2ma2 θ̈ (1 + cosθ ) -
ma2 θ̇2sinθ + 2cba2 θ̇ (1 + cosθ ) + mgasinθ = 0

(4)

2 吸振系统参数优化设计

选取理想白噪声作为随机激励，其功率谱密度

为S0，可以得到主系统振动响应的自功率谱为：

SXX ( ω ) = ||H ( ω ) 2
Sxx = ||H ( ω ) 2

S0 (5)

当滚珠在轨道内做微小滚动时，由于 θ足够小，

近似取 sinθ ≈ θ、cosθ ≈ 1，且忽略高阶无穷小量。可

得到振动主系统响应的幅频特性为：

||H ( ω ) = A2 + B2

C2 + D2 (6)

式中：参数A、B、C、D分别为
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A = -α2 + β2

B = 2αβζ2
C = α4 - [ ](1 + μ ) β2 + 4ζ1 ζ2 β + 1 α2 + β2

D = -2[ ](1 + μ ) βζ2 + ζ1 α3 + 2 ( βζ1 + ζ2 ) βα
(7)

其中：
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ω1 = k M ,ω2 = g 4a ,ζ1 = c ( 2Mω1 )
ζ2 = cb ( 2mω2 ),α = ω ω1,β = ω2 ω1 ,μ = m M

(8)

式中：ω1 为主系统固有频率比；ω2 为吸振滚珠固有

频率比；ζ1为主系统阻尼比；ζ2为吸振滚珠阻尼比；α

为激励频率与主系统固有频率之比；β为吸振滚珠固

有频率与主系统固有频率之比；μ为吸振滚珠质量

与主系统质量之比。

主系统振幅响应的均方值为

E [ Ẍ2] = S0 ∫-∞∞ ||H ( ω ) 2dω = S0ω1 ∫-∞∞ A2 + B2

C2 + D2 dα (9)

在吸振系统模型中，性能指标为

I = E [ ]Ẍ2

2πS0ω1
(10)

性能指标是在均匀功率谱密度条件下主系统响

应与激励力的比值。在分母中引入 2πω1使性能指

标成为无量纲形式。

由詹姆斯公式表[5]得：

I = 1
4
p1 ζ 32 + p2 ζ 22 + p3 ζ2 + p4
q1 ζ 32 + q2 ζ 22 + q3 ζ2 + q4

(11)

其中：
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p1 = 4β2 (1 + μ )
p2 = 4βζ1 { β2 (1 + μ ) + 1}
p3 = β4 (1 + μ )2 + β2 ( 4ζ 21 - 2 - μ ) + 1
p4 = μβ3 ζ1
q1 = 4β2 (1 + μ ) ζ1
q2 = β { 4β2 (1 + μ ) ζ 21 + μ + 4ζ 21 }
q3 = ζ1 { β4 (1 + μ )2 - 2β2 (1 - 2ζ 21 ) + 1}
q4 = μβ3 ζ 21

(12)

由式(11)、式(12)可知，性能优化指标 I是关于质

量比μ、频率比β和阻尼比 ζ1和 ζ2这4个无量纲参数

的函数。当性能指标取值最小时，吸振器吸振效果

越好。因此，对吸振器进行参数优化即调整这 4个

参数，使性能指标达到最小值。

最优频率比和最优阻尼比通过式(13)来确定：
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f =
∂I
∂ζ2

= 0

g =
∂I
∂β

= 0
(13)

一般情况下，根据式(13)不能求出解析解。然

而在 ζ1 = 0的情况下，这个方程的解有一个解析式。

因此，我们将依次讨论方程的解析解(ζ1 = 0)和数值

解(ζ1 ≠ 0)。

2.1 主系统无阻尼( ζ1 = 0 )

将ζ1 = 0代入方程式(13)可以得到式(14)：
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4 (1 + μ ) β2 ζ 42 + { 3 (1 + μ )2 β4 -
( 2 + μ ) β2 - 1} ζ 22 = 0

2 (1 + μ )2 β3 ζ2 2 - ( 2 + μ ) βζ2 2 = 0
(14)

从式(14)可以解出频率比 β和阻尼比 ζ2的最优

解析解( ζ1 = 0 )：
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βopt = 1
1+ μ 1+ μ

2
ζ2opt = μ ( 4 + 3μ )

8 (1 + μ ) ( 2 + μ )
(15)

将上述解析解代入到式(11)中得到 ζ1 = 0情况

下的性能优化指标：

Iopt = 1
2

4 + 3μ
μ (1 + μ ) (16)

另一方面，张小龙等[10]给出了以摆线包络线旋

转曲面作为轨道的滚珠吸振器在简谐激励下频率比

β͂和阻尼比 ζ͂2的最优解析解：
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β͂opt = 1
1+ μ

ζ͂2opt = 3μ
8 (1 + μ )

(17)

将式(17)代入式(11)中得到：

I͂ = ( μ + 5
2 ) 1

6μ (1 + μ ) (18)

图3为该动力吸振器在不同激励下吸振参数最

优解析解随质量比的变化情况。两种激励下频率比

的最优解析解曲线均随着质量比的增长而下降，且

随机激励下的最优频率比曲线 βopt总是高于简谐激

励下的最优频率比曲线 β͂opt。而阻尼比的最优解析

解曲线均随着质量比的增长而上升，且随机激励下

的最优阻尼比曲线 ζ2opt总是低于简谐激励下的最优

阻尼比曲线 ζ͂2opt。表明在不同激励下同一吸振系统

吸振参数的最优解析解并不相同。

图 3 在两种激励下吸振参数最优解随质量比的变化情况

图4显示了性能优化指标在不同激励下随质量

比的变化情况。不同激励下的性能优化指标曲线均

随着质量比的不断增大而减小，且简谐激励下的性

能指标曲线 I͂略大于随机激励下的性能指标曲线

Iopt。说明质量比越大，吸振系统的吸振效果越好，但

随机激励下新型滚珠式吸振器的参数最优设计 43
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图 4 在两种激励下性能指标随质量比的变化情况

在实际工程应用中，质量比的选择需要综合考虑多

方因素。

图 5说明外部激励为随机激励时，对新型滚珠

式动力吸振器进行参数优化后，该动力吸振器的吸

振效果得到明显改善。

图 5 参数优化前后吸振效果对比

图6显示了根据两种激励设计出具有参数最优

解析解的吸振系统的响应曲线，从图 6可以看出采

用简谐激励，主系统振幅响应曲线的峰值等高。如

果选择随机激励，那么振幅响应曲线的左峰总是比

右峰高。然而，实曲线下的面积小于虚曲线下的面

积，且在共振点附近，随机激励的吸振效果略强于简

谐激励。表明主系统无阻尼时，随机激励下设计的

吸振系统比简谐激励条件下设计的系统吸振效果

更好。

如上所述，确定了主系统在无阻尼时随机激励

下滚珠吸振器各个参数的最优解析解，并与简谐激

励下的吸振系统的参数最优解析解进行对比。得出

外部激励为随机激励时，进行参数优化设计可以提

高吸振能力，且随机激励下基于最优设计的吸振效

果优于简谐激励下的效果的结论。

图 6 两种激励下基于最优设计条件的响应曲线

2.2 主系统有阻尼(ζ1 ≠ 0)

当吸振器主系统有阻尼时，由于未知量过多，不

能直接求出具体解析解，只能进行数值求解。式

(13)可采用牛顿迭代法和MATLAB软件进行求解。

设定初始值 β( 0 )和 ζ ( 0 )2 ，并从初始值开始使用迭代公

式，使其逐步逼近阻尼比和频率比的最优解 β( ν )和

ζ ( )ν2 ，迭代公式为

}β( ν + 1) = β( ν ) - Δβ
ζ ( ν + 1)2 = ζ ( ν )2 - Δζ2

(19)

其中：

é
ë
ê

ù
û
ú

Δβ
Δζ2

= é
ë
ê

ù
û
ú

fβ fζ
gβ gζ

-1
é
ë
ê

ù
û
ú
f
g

(20)

式中：fβ = ∂f ∂β，fζ = ∂f ∂ζ2。

得到不同质量比μ和主系统阻尼比 ζ1下频率比

β和吸振滚珠阻尼比 ζ2的最优数值解。将主系统无

阻尼情况下各个参数的解析解与牛顿迭代法求出

ζ1 = 0时的数值解进行对比。并分析主系统阻尼比

和质量比对各个参数的最优数值解的影响。

图7说明了利用牛顿迭代法解出的吸振系统各

个参数的最优数值解的正确性。

图 7 主系统无阻尼时解析解与数值解
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从图 8可知，同一质量比下随着主系统阻尼比

的变化，对应频率比的最优数值解波动较小，且质量

比的选择并不影响其变化规律。同一主系统阻尼比

下随着质量比的增加，对应频率比的最优数值解

减小。

图 8 最优频率比随主系统阻尼的变化情况

如图 9所示，同一质量比下吸振主系统添加轻

阻尼时，吸振滚珠阻尼比的最优数值解迅速减小至

最小值，数值解达到最小值后，随着主系统阻尼比的

变化，对应吸振滚珠阻尼比的最优数值解逐渐平稳。

同样，质量比并不影响其变化规律。同一主系统阻

尼比下随着质量比的增加，吸振滚珠阻尼比的最优

数值解增加。

图 9 最优阻尼比随主系统阻尼的变化情况

图 10为吸振性能指标随主系统阻尼比和质量

比的变化情况。每个质量比下以主系统阻尼比为变

量的性能指标曲线均有一个最小值，该最小值即为

此质量比下的最优性能指标。由图 9可知，不同质

量比下，性能指标达到最优时的主系统阻尼均为轻

阻尼。随着质量比的增加，使性能指标达到最优的

主系统阻尼比也在轻阻尼范围内增大，且增大的速

率逐渐减小。

一般情况下，由实际工程安装条件的约束和上

述质量比、主系统阻尼比对性能指标的影响两者共

图 10 性能指标随主系统阻尼的变化情况

同确定使吸振性能指标最优的主系统阻尼比和吸振

系统质量比。采用牛顿迭代法，将其代入相关计算

式求出频率比和吸振滚珠阻尼比的最优数值解，完

成新型滚珠式动力吸振器的参数最优设计。

3 结 语

选取理论白噪声作为外部激励，通过理论建模，

参数优化设计及数值模拟，进一步研究了随机激励

下新型滚珠式动力吸振器的吸振特性。结论如下：

(1) 对随机激励下的新型滚珠式动力吸振器进

行参数优化，可以有效提高吸振能力。

(2) 在随机激励下给吸振主系统添加适当轻阻

尼可以进一步优化吸振系统。

(3) 外部激励为随机激励时，基于随机激励优化

设计得到的最优吸振参数的吸振效果优于简谐

激励。
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