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含分数阶惯容器隔振系统的临界阻尼设计
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摘 要：为了研究用含分数阶导数描述的液力惯容器的非线性隔振系统特性，建立无量纲动力学模型。在无阻尼

控制时，通过对比力传递率特性指标讨论参数对隔振系统性能的影响。结果表明分数阶惯容器能够反映液力式惯容

器的多相特性，既有惯性作用又有一定阻尼作用，相比整数阶惯容器在隔振效果上有一定优势，但同样不能有效抑制

非线性效应。在忽略非线性项的前提下，考虑系统含分数导数的特殊情况，详细介绍分数阶临界阻尼设计过程。仿真

试验结果表明，所设计临界阻尼可以保证系统在自由振动时单调递减，而且考虑非线性项后，相比整数阶惯容器能够

更好抑制非线性效应。
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Critical Damping Design of Vibration Isolation Systems
with Fractional Order Inerter
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Abstract : The dimensionless dynamic model is established to analyze the nonlinear vibration isolation system
characteristics of the hydraulic inerter with fractional derivatives. In the case of undamped control, the influence of the
parameters on the performance of the vibration isolation system is compared and discussed through the specific index of
force transmissibility. The results show that the fractional order inerter can reflect the multiphase characteristics of the
hydraulic inerter, namely it has both inertia and damping effects. Compared with the integral order inerter, it has some
advantages in vibration isolation effect, but it can’t effectively suppress the nonlinear effect either. Considering the special
case of the system with fractional derivatives, the design process of fractional order critical damping is introduced in detail.
The simulation results show that the designed critical damping can ensure the monotonic decrease of free vibration of the
system, and the nonlinear effect can be better suppressed than that of the integer order inerter when the nonlinear term is
considered.

Key words : vibration and wave; fractional order inerter; force transmissibility; nonlinear vibration isolation system;
critical damping; feedback control

惯容器目前主要有 3种基本结构，分别是齿轮

齿条式、滚珠丝杆式和液压式[1–4]，其中前两种机械式

惯容器理想的惯性力为惯性系数和相对速度导数
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的乘积，惯容系数一般取常数，而其阻尼作用基本都

忽略不计。而对于液力惯容器则不能忽略阻尼作

用，一般采用并联的复合形式[5–7]，即惯容器的输出力

用惯性力和阻尼力之和来表示，即液力惯容器的输

出特性类似于多相介质（例如软物质、气体和固体的

混合物等）的力学行为，采用经典模型描述并不准

确[8]。而从分数阶微分方程建模的观点看，Wester-

lund[9]建议采用一个统一的分数阶导数项来描述既

有惯性又有阻尼作用的多相特性，参数更少，例如采

用分数阶描述黏弹性材料本构关系已经有很多成功

的案例［10–11］。从文献[1–7]可知惯容器的作用主要是
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输出惯性力，不管哪一种形式阻尼力占比相对均较

小，因此隔振系统包含分数阶惯性容器且有非线性

时，还需配合阻尼控制来提升其性能[12]。文献［13–

14］针对含分数阶项时的 2阶系统讨论了其特征方

程解的形式，指出在0到2π范围内不存在负实数的

特征根，其形式都是具有负实部的共轭复数。文献

[15]则把分数阶2阶系统作为非传统的2阶微分方程

处理，把幅角范围从 2π拓展到无穷大，得到了具有

数学意义的负实数特征根。因此本文在此基础上研

究具有用含分数阶导数描述的惯容器的二阶非线性

隔振系统及其阻尼控制器设计。

1 隔振系统建模

研究对象为如图1所示隔振平台[16]，U型结构为

隔振平台基座，其在垂直方向由弹簧、惯容器和阻尼

控制器组成，水平方向由左右对称的一对弹簧组成，

图中m为隔振对象质量，kv为垂直弹簧刚度，kh为水

平弹簧刚度，b为惯容系数，l0为水平弹簧初始长度，l

为弹簧水平时的长度，u为阻尼控制器输出力，z为隔

振对象的位移。

图 1 隔振平台示意图

本文只讨论系统垂直方向振动，隔振系统有隔

力型和隔幅型两种，限于篇幅，只讨论第一种情况，

即假定地基是刚性的，这使得隔振平台基座的位移

ze＝0。在隔振对象上作用激励力 fe，ft为传递到基座

上的力。假设隔振对象在隔振平台处于实线状态时

所处位置为静平衡位置，虚线状态对应弹簧未变形

时的初始位置，可以得到静位移表达式为

z0=mg/kv= l20 - l2 (1)

垂直方向的弹簧力、惯容器的输出力可以分别

表示为

fk=kvz+2kh(1- l0
z2 + l2 )z (2)

fb=bDμz, μ∈(1, 2) (3)

式中：μ为分数阶导数的阶次，从式(2)看出水平弹簧

在垂直方向上可以起到负刚度的作用，可以使整个

系统的线刚度接近于零。

由牛顿第二定律和对式(2)进行泰勒级数展开，

且忽略高阶项，得到系统的动力学方程：

mz̈ + bDμ z + ( )kv + 2kh (1 - l0
l

) z + 2khl0
l3

z3 =
u + Fecos ( ωt )

(4)

其中阻尼反馈控制力 u=-ck，令等效线性刚度 k=k1+

2kh(
l - l0
l

)，ω0= k/m，τ=ω0t，Ω=ω/ω0，L=l/l0，K=kh/kv，

Z = z z0，F0=Fe /kz0。变量记为 Z，以示区别，导数用

“ ′ ”表示。对上式进行无量纲变换，得系统的无量

纲动力学方程为

Z″+ξμDμ Z+k1z+k3z3=U+F0cos(Ωt) (5)

其 中 ：U= - 2 ξμZ′ ，K1=1，K3=
2K (1 - L2 )

L3 + 2K ( L - 1) L2 ，

ξμ = bωμ0
k

，ξα=
c

2 mk
。显然，弹簧力是非线性的，当

K=1时，k=kv
é
ë
ê

ù
û
ú1+ 2 (1 - 1

L
) ，当 L=2/3时，k=0，ω0=0，

而K3→∞；L<0.67时，k小于0，K3也小于0，ω0为虚数，

这两种情况都不符合实际，因此，后面L将在2/3至1

之间进行讨论。显然，水平弹簧有两个作用：它们降

低等效线性刚度 k，使其小于 kv，从而降低线性部分

的固有频率ω0，同时引入了对系统不利的非线性立

方刚度项K3。

2 力传递率

2.1 无阻尼控制时的力传递率

先讨论无阻尼控制时的情况，即U=0时，在简谐

激励作用下，假设式(5)的近似解为Z(τ)=a cos(Ωτ-φ)，

采用谐波平衡法，对式(5)进行化简，忽略1阶以上的

谐波后，得到以下关系式：

F 20
a2 =é

ë
ê

ù
û
ú1- Ω 2 + 3

4 k3 a2 + ξαΩμ cos μπ2
2
+é
ë
ê

ù
û
úξαΩμ sin μπ2

2

(6)

tg φ=
ξαΩμsin μπ2

1- Ω 2 + 3
4 k3a2 + ξαΩμcos μπ2

(7)

由式(4)可写出无量纲化后的输出力为

Fout=ξμDμZ ( τ ) + Z ( τ ) + K3Z3 ( τ ) (8)

令隔振平台输出力为简谐输出，即Fout=Ftcos(Ωτ

-φF)，应用谐波平衡法，可得：

F 2
t

a2 =é
ë
ê

ù
û
ú1+ 3

4 k3a2 + ξμΩμ cos μπ2
2
+ é
ë
ê

ù
û
úξμΩμ sin μπ2 (9)

根据力传递率定义[16]，由式(6)和式(9)得到力传

递率表达式：
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(a) 不同惯容系数 (μ=2，L=0.99) (b) 不同惯容系数 (μ=1.8，L=0.99)

(c) 不同分数阶阶次 (b=200) (d) 不同长度系数 (μ=1.8，b=200)

图 2 力传递率对比曲线 (m=200，kv=18 000)

TT=
|

|
||

|

|
|| FT

F0
=

é
ë
ê

ù
û
ú1+ 3

4 k3a2 + ξμΩμ cos μπ2
2
+ é
ë
ê

ù
û
úξμΩμ sin μπ2

2

é
ë
ê

ù
û
ú1- Ω 2 + 3

4 k3a2 + ξμΩμ cos μπ2
2
+ é
ë
ê

ù
û
úξμΩμ sin μπ2

2

(10)

根据式(10) 可知当μ=2时，ξμΩμsin(μπ/2)=0；而当

1< μ<2 时 ξμΩμsin(μπ/2) ≠0，所以当 1 -Ω2 + 3k3a2 / 4 +

ξμΩμcos(μπ/2)=0时，第二种情况下 TF不会像整数阶

时那样趋向于无穷大，即起到了类似于阻尼的作用。

另外根据式(10)绘制了不同参数下的力传递率对比

曲线（图中细的点线为不同情况下由于非线性引起

的共振峰“弯曲”或叫“跳跃”现象曲线），如图2(a)至

图2(d)所示。

从图 2(a)图 2(b)可以看出，在相同条件下：(1)不

管是整数阶(μ=2)还是分数阶(μ=1.8)，惯容系数 b的

增大共振频率都是明显降低，而且效果差不多，说明

取分数阶不会改变其惯性特性；(2)分数阶时共振峰

的“弯曲”程度和共振峰值明显比整数阶时小，说明

取分数阶可以抑制非线性特性且使惯容器起到一定

的阻尼作用；(3)整数阶时有明显的反共振位置，而分

数阶时几乎没有，从隔振的角度看，没有反共振是需

要的。从图 2(c)可以看出，在相同条件下，随着 μ增

大，共振峰的“弯曲”程度增大，同时降低共振频率，

稳态时的力传递率值增大。从图2(d)可以进一步看

出，在相同条件下，随着L的增大，共振峰弯曲的程

度降低，同时共振频率降低，稳态传递率幅值基本不

变，所以综合来看L取大一点好。

2.2 有阻尼反馈控制时的力传递率

从上面的分析可以看出虽然含有惯性容器，提

高惯容器系数可以明显降低共振频率，且采用分数

阶导数来描述的惯容器还起到一定阻尼作用，可以

降低共振幅值，符合液力惯容器的多相力学特性，但

是不能完全解决非线性的“跳跃”问题。因此在前面

的基础上引入可调的阻尼控制器，通过阻尼力反馈

控制来提升隔振效果。根据式(5)可写出有阻尼反馈

控制时隔振平台的输出力为

Fout1=ξμDμZ(τ)+ZΩ+k3Z3(τ)+2ξμZ′ ( τ ) (11)

同样假设此时隔振平台输出力具有简谐形

式，即：

Fout1=Ft1cos(Ωτ-φF1) (12)

然后采用谐波平衡法，化简得到有阻尼控制时
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的力传递率：

TF1 = |

|
||

|

|
|| Ft1
F0

=

( )1+ 3
4 k3a2 + ξμΩμcos μπ2

2
+ ( )ξμΩμsin μπ2 + 2ξαΩ

2

( )-Ω 2 + 1+ 3
4 k3a2 + ξμΩμcos μπ2

2
+ ( )ξμΩμ sin μπ2 + 2ξαΩ

2

(13)

从式(13)看出其比前面无阻尼控制时多了一项

2ξαΩ，其中阻尼系数 ξα是下面设计的重点。为了抑

制非线性的影响，ξα具体选多少合适呢？

3 分数阶临界阻尼设计

对于传统的二阶线性系统当阻尼比为临界阻尼

比时，系统响应单调递减，系统全局稳定，那在含有

分数阶导数项时是否也有临界阻尼比呢？是否能克

服非线性项的影响，或可以抑制多大的非线性？

3.1 特征根在 s平面负半轴上的条件

为了讨论和设计临界阻尼比，首先将忽略非线

性项的自由振动方程作为讨论对象，即式(5)可以改

写为

Z̈τ+ξμDμZ(τ)+2ξαŻτ+Zτ = 0 (14)

本文分数阶导数采用 Caputo 定义[8]，对上式进

行拉氏变换，可得特征方程：

s2+ξμsμ+2ξαs+1=0 (15)

拉氏因子 s是任意复数，可表示为 s=reiθ=rcosθ+

rsinθi，其中模 r为正实数，代入式(15)，并根据等式两

边实部、虚部分别为0，有如下关系式：

ì
í
î

r2cos2q + ξμrμcosμθ - 2ξαrcosθ + 1
r2sin2q + ξμrμsinμθ + 2ξαrsinq = 0 (16)

由经典振动理论可知，只有特征根为负实数时

系统响应才能单调递减，系统处于全局稳定。参考

文献[13–14]中在 0～2π讨论了特征值的存在情况，

证明当 μ取分数时特征值只有负实部的共轭复数

解，显然在传统理论下是不存在临界阻尼概念的。

那是否说明含分数阶导数项的二阶系统的响应就不

会单调下降了吗？很显然结果是否定的，事实证明

分数阶系统响应单调下降情况是普遍存在的。参考

文献[15]将视野拓宽，在幅角为 0至∞范围内讨论所

有在数学上满足特征根为负实数的情况。具体需要

满足什么条件，才能找到负实数的特征根呢？

下面将详细介绍，首先记在 s平面负半轴上的特

征根为-r，即 sinθ=0，cosθ=-1，可得θ=(2k1-1)π，k1为

整数且k1≠1，此时式(16)可简化为

ì
í
î

r2 + ξμrμcosμ ( 2k - 1) π2ξαr + 1= 0 (17 ( a ) )
ξμrμsinμ ( 2k1 + 1 ) π = 0 (17 ( b ) )

下面来讨论满足式(17)的条件。当 μ=2时由式

(15)可以直接求得特征根为

s1,2 =
ξα ± ξ 2

α - (1+ ξμ )
1 + ξμ (18)

其临界阻尼为 ξα = 1+ ξμ。当 μ为分数时，基

于以下两点考虑，都使得cos(2k1-1)μπ=1，sin(2k1-1)μ

π=0。首先式(17)能够退化到整数阶次情况，必须满

足 cos(2k1-1)μπ=1，sin(2k1-1)μπ=0；其次由于 ξμ、ξα、r

都为正数，考虑如果 cos(2k1-1)μπ=-1的话惯容器起

到的作用与理论分析刚好相反。从而同时满足式

(17)的分数阶阶次需要满足：

μ = 2k2
2k1 - 1 (19)

其中：k1、k2都为整数(2，3，4，…)，μ∈(1，2)。很明显满

足该条件的分数阶阶次普遍存在，但须满足分母为

奇数、分子为偶数时(如 14/9、16/9、16/11、18/11、20/

11、22/11等)，才能使特征根在 s平面负半轴上。此

时化简式17(a)可得阻尼系数表达式为

ξα = r2 + ξμrμ + 1
2r (20)

很显然，从以上分析看出，满足负实数特征根的

阻尼系数是普遍的，那何时是临界状态呢?

3.2 分数阶临界阻尼和仿真验证

从式(20)可以看出阻尼不仅和结构参数 μ、ξμ有

关，还与特征值幅值 r有关。要在选定 μ、ξμ后，能够

有一个最佳的阻尼系数使系统单调递减，显然应取

其为所有可取值的最小值即临界阻尼，因此将式(20)

对 r一次求导得：

dξα
dt = r2 + ξμ ( )μ - 1 rμ - 1

2r (21)

令式(21)等于0，可得 ξα为极小值时对应的 r值，

解出 r后代入式(20)可得分数阶临界阻尼，记其为 ξc。

当 μ=2时，ξα的极小值为 ξμ + 1，此时，将其代回式

(15)，得到的特征值与式(18)一致。根据式(20)和式

(21)绘制分数阶阶次不同时阻尼系数随特征值幅值 r

变化的曲线，如图 3所示。结果表明其和理论预测

一致。满足特征值为负实数的 r和阻尼系数 ξα很多，

但是希望满足系统阻尼器工作时提供能量最少。图

中圆圈为阻尼系数各自的最小值，该值即为保证系

统单调下降时可选阻尼范围的临界位置即对应临界

阻尼，大于该值为过阻尼，小于该值为欠阻尼。同时

发现随着μ增大，临界阻尼也相应增大。

为了验证计算出的阻尼是否是临界阻尼，运用

MATLAB/Simulink对式(14)进行建模和数值计算，

其中分数阶算子采用Oustloup近似算法[8]求解，得到

不同分数阶阶次(ξμ=0.8)时和不同倍数临界阻尼(ξμ=

含分数阶惯容器隔振系统的临界阻尼设计 203
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0.8，μ=18/11)时的有阻尼自由振动位移响应，如图 4

所示。从图4(a)中可以看出阶次小于1时，其单调下

降的速度明显比大于1时慢，说明导数阶次小于1时

阻尼明显起了作用，而从另外 3条曲线看出系统受

到的影响不大，总的规律是导数阶次越大越好。从

图4(b)中可以看出，和整数阶时情况一样，小于临界

阻尼时曲线会发生震荡，大于临界阻尼时为过阻尼

状态，曲线收敛很慢。

图 3 分数阶阶次不同时阻尼系数随特征值幅值 r变化

的曲线（ξμ=0.8）

图 5为临界阻尼倍数(ξμ=0.8，μ=18/11)不同时的

力传递率曲线(其中图5(a)中非线性项系数K3=10，图

5(b)中K3=100)。从图中可以看出只有分数阶惯容器

(ξα=0)时，曲线“弯曲”程度很大，基本没有抑制非线

性影响能力，而有阻尼器且选取临界阻尼时不管非

线性项系数大还是小，都可以有效抑制非线性的影

响。此外，选取欠阻尼时抑制非线性能力相对较差。

4 结 语

本文所提出采用分数阶导数(阶次在1到2之间)

描述输出特性介于惯性和阻尼之间的液力惯容器是

合理的，理论分析和仿真结果表明，改变分数阶阶次

的大小可以调节惯性和阻尼特性的占比，因此可以

描述不同结构形式的液力惯容器，这为研究人员提

供了一种新的惯性容器建模思路。含有非线性时，

阻尼作用不可简单用惯性容器替代，而可通过增加

阻尼控制来对其进行抑制。参考2阶系统临界阻尼

的思想，设计出含分数阶导数项时的分数阶临界阻

尼，验证了在惯容器参数等其他结构参数确定后对

应的满足特征值为负时的阻尼只有一个极小值，且

(a) 不同分数阶阶次 (ξμ=0.8) (b) 不同倍数临界阻尼 (ξμ=0.8，μ=18/11)

图 4 有阻尼自由振动位移响应

(a) K3=10 (b) K3=100

图 5 分数阶阶次不同时力传递率曲线(ξμ=0.8)
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能够保证系统响应单调递减，由此证明了其为系统

的临界阻尼。同时通过对比验证了考虑非线性项作

用时，根据该方法得到的分数阶临界阻尼反馈控制

相对无阻尼、欠阻尼时可以更有效降低振幅和抑制

非线性的影响。
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表 8 舱室噪声预报对比

舱室

医务室

健身房

苏伊士船员间

修改前/
dB(A)

57.98

60.48

56.63

修改后/
dB(A)

53.92

59.71

54.12

规范值/
dB(A)

55

60

55

了舱室噪声的预报分析研究。运用VA One分别建

立了全船的统计能量模型和混合模型，考虑了舱室

内损耗因子和吸声系数的影响，对主机、发电机、风

机等噪声源进行加载，应用统计能量法和混合法对

船舶舱室进行了全频段的舱室噪声预报。计算得到

大部分舱室的噪声预报值都符合MSC. 337(91)的限

值要求，仅医务室、健身房和苏伊士船员间3个房间

噪声预报值不满足规范要求，对 3个舱室进行噪声

能量输入分析，分别找出噪声超标原因并提出相应

的降噪措施，最终使该船的舱室噪声均满足规范

要求。
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