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摘 要：车辆运行过程的随机振动水平是评估其动力学性能的重要指标，该振动对于车载器件能否正常工作具有

极其重要的影响，因此必需进行车辆随机振动控制。重型多轴车辆受空间限制其悬架采用可转动的斜杆支承，且控制

器如磁流变阻尼器也斜向安装在悬架与车轮之间，导致系统呈现几何非线性，其非线性随机振动控制方法与效果完全

不同于普通车辆。同时由于不可避免的观测噪声，导致出现部分可观斜杆支承车辆系统的非线性随机控制新问题。

考虑车体与车轮的垂直耦合运动及斜支承杆的转动，用拉格朗日方程建立车辆控制系统模型的运动微分方程，转化为

非线性的耦合振动方程，同时建立包含测量噪声的系统观测方程，构成一个部分可观系统的非线性随机最优控制问

题；根据推广的Kalman滤波方法得到关于估计状态的非线性随机系统方程，再根据随机动态规划原理建立动态规划

方程，结合控制力的有界性，得到基于系统估计状态的最优有界控制律；通过受控与未控系统响应统计的比较评估控

制效果，数值计算结果表明该控制策略可有效降低具有观测噪声的采用斜杆支承与控制车辆系统在随机路面激励下

的非线性随机振动，并对于不同观测系数具有一定的鲁棒性。
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Abstract : Stochastic vibration level of vehicles during driving is an important criterion to evaluate their dynamic
performance. The stochastic vibration has a great impact on the working condition of vehicle devices, and therefore must be
controlled. The suspension of heavy-duty multi-axle vehicles is supported aslant by rotatable levers because of the space
restriction. The control devices such as MR dampers are also installed aslant between the suspension and wheels, which
leads to the geometric nonlinearity of vehicle systems. The control strategy and effectiveness of the nonlinear stochastic
vibration vehicles are totally different from those of ordinary vehicles. Furthermore, because of the inevitable state
measurement noise, the rotatable-inclined-support vehicle control becomes a new problem of partially observable nonlinear
stochastic control. In this paper, the vertical coupling motion between the suspension and wheels and the rotation of the
inclined support levers are considered. The differential equations of motion of the vehicle system are derived according to
the Lagrangian equations, and then transformed into nonlinear coupled vibration equations. Meanwhile, the state observation
equations with measurement noise are given. These equations can describe the partially observable nonlinear stochastic
control problem. The nonlinear stochastic system equation for estimation states is obtained based on the extended Kalman
filter. Then, the dynamic programming equation is obtained based on the stochastic dynamical programming principle. The
optimal bounded control law for the estimation states is determined by the programming equation with the boundedness of
control forces. The effectiveness of the control strategy is evaluated by comparing the response statistics of controlled and
uncontrolled systems. Numerical results show that the proposed control strategy can effectively mitigate the nonlinear
stochastic vibration of the rotatable-inclined-support vehicle system with noise observation under random road excitation by
using MR dampers. The control effectiveness is robust for various observation parameters.
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车辆运行过程的振动水平是评估其动力学性能

的重要指标，该振动对于车载器件的正常工作具有

极其重要的影响，因此必需进行车辆振动控制。由

于路面不平度的随机性，车辆振动是随机的，需要进

行随机振动控制。通常车辆由车轮、轴等垂直支承，

系统一般是线性的。这类车辆的被动、主动与半主

动控制已有很多研究[1–6]。然而，一类特殊的重型多

轴车辆受空间限制其悬架采用可转动的斜杆支承，

从而导致系统的几何非线性[7]，其非线性随机振动控

制方法与效果完全不同于普通车辆。对于反馈控

制，还需要考虑状态观测，由于观测噪声不可避免，

故不能由测量值直接确定系统状态，导致出现不完

全观测或部分观测的控制问题[8]。部分可观系统的

非线性随机最优控制是一个极其困难的问题，研究

成果非常有限，例如文献[9]在十分特殊的条件下给

出一个控制策略，先将部分可观系统的非线性随机

最优控制问题转化为完全可观线性系统的随机最优

控制问题，再根据随机动态规划原理确定控制律。

最近文献[10–11]发展了基于推广的Kalman滤波的

非线性随机最优控制策略，可用于一般的部分可观

系统的非线性随机最优控制，从而为斜杆支承车辆

系统的振动控制提供了一个基本策略。

关于可转动斜杆支承车辆系统振动控制的研究

非常有限，例如文献[7]通过多体动力学分析讨论了

斜杆支承悬架的优化，因此需要进一步深入研究。

实际上，在悬架与车轮间安装控制器，产生一对作用

力是通常的措施，但受空间限制也只能类似于支承

的斜向安装。控制器一般采用磁流变阻尼器[12]，从

而导致一个半主动控制问题。控制器的作用力是有

限的，它将成为一个控制约束[13–14]。且控制目标是

车体相对于不平路基准面的绝对振动水平，不同于

通常关于结构强度的振动控制。总之，该部分可观

斜杆支承车辆系统的非线性随机最优控制是一个新

的有待于研究的重要问题。

本文研究上述具有观测噪声的斜杆支承与控制

的非线性车辆系统，在随机路激励下振动的部分可

观非线性随机最优有界控制新问题，考虑车体与车

轮的垂直耦合运动及斜支承杆的转动，用拉格朗日

方程建立车辆控制系统模型的运动微分方程，再转

化为非线性的耦合振动方程，同时建立包含测量噪

声的系统观测方程，组成部分可观系统的非线性随

机最优控制问题；根据推广的Kalman滤波方法得到

关于估计状态的非线性随机系统方程，再根据随机

动态规划原理建立动态规划方程，考虑控制力的有

界性约束，得到基于系统估计状态的最优有界控制

律；最后，比较受控与未控系统的响应统计评估控制

效果，通过数值结果说明不同观测系数下本文方法

的有效控制结果。

1 随机路激励非线性车辆系统振动控

制的基本方程

可转动斜杆支承与控制的车辆系统简化模型如

图1所示。

图 1 斜杆支承与控制的车辆系统模型简图

车体质量为mc，车轮质量为mw，车体由可转动

的斜杆支承，控制器如磁流变阻尼器也斜向装于其

间。车体主要运动为垂直方向，用绝对坐标 yc描述。

斜支承杆长度为 lz，其转动用转角θz描述。车轮产生

水平与垂直运动，可通过 yc与 θz表示。斜杆的扭转

刚度为 kr，预设角度为 θz0。车轮的支承弹簧刚度为

ks，弹簧原长为 rw0。控制器上端的坐标为 (x1d，yc +

y1d)，由几何关系可确定其转角θd与两端距离 ld。x轴

表示路面基准线，路面不平度用 yr(x)描述，当车辆前

进速度为 v 时，受到的激励为 yr(vt)，它通常是随机

过程。

由第二类拉格朗日方程得到车辆系统的动力学

方程

(mc + mw ) ÿc - mwlzcosθzθ̈z + mwlzsinθzθ̇z 2 +
(mc + mw ) g + ks ( yc - lzsinθz - rw0 ) = ks yr (1)

mwlz 2 θ̈z - mwlzcosθz ÿc + kr ( θz - θz0 ) - mwglzcosθz -
kslz ( yc - lzsinθz - rw0 ) cosθz - lzFdsin ( θd - θz ) =

-kslzcosθz yr
(2)

式中：g是重力加速度，Fd是控制器的作用力。对于

磁流变阻尼器，根据Bingham模型，控制力为

Fd = -C0 l̇d ( θz ) - fysgn ( l̇d ( θz ) ) = -C0 l̇d ( θz ) - U (3)

式中：C0是黏性阻尼系数，fy是屈服力，U是半主动控

制力，对于确定的阻尼器其值是有界的。

由几何关系得阻尼器两端距离与角度

ld ( θz ) = 2lz ( y1dsinθz - x1dcosθz ) + x1d 2 + y1d 2 + lz 2 (4)

sin ( θd - θz ) = y1dcosθz + x1dsinθz
ld ( θz ) (5)

由方程式(1)至式(2)确定相应的静平衡关系，利

8



第6期

用此关系与式(3)至式(5)，将方程式(1)至式(2)化为

振动方程

ü + mwlzsin ( θ0 + α )
mc + mwsin2 ( θ0 + α ) α̇

2 +
ks [ u + y0 - lzsin ( θ0 + α ) - rw0] sin2 ( θ0 + α )

mc + mwsin2 ( θ0 + α ) -
ks ( y0 - lzsinθ0 - rw0 ) sin2θ0

mc + mwsin2θ0
+

kr ( θ0 + α - θz0 ) cos ( θ0 + α )
[mc + mwsin2 ( θ0 + α ) ] lz -

kr ( θ0 - θz0 ) cosθ0
(mc + mwsin2θ0 ) lz + C0lzcos ( θ0 + α ) ⋅
[ y1dcos ( θ0 + α ) + x1dsin ( θ0 + α ) ]2
[mc + mwsin2 ( θ0 + α ) ] l2d ( θ0 + α ) α̇ +

[ y1dcos2 ( θ0 + α ) + x1dsin2 ( θ0 + α ) /2 ]
[mc + mwsin2 ( θ0 + α ) ] ld ( θ0 + α ) U =

kssin2 ( θ0 + α )
mc + mwsin2 ( θ0 + α ) yr ( t )

(6)

α̈ + mwcos ( θ0 + α ) sin ( θ0 + α )
mc + mwsin2 ( θ0 + α ) α̇2 +
kr (mc + mw )

[mc + mwsin2 ( θ0 + α ) ]mwlz 2 α -
ksmc [ u + y0 - lzsin ( θ0 + α ) - rw0] cos ( θ0 + α )

[mc + mwsin2 ( θ0 + α ) ]mwlz
+

ksmc ( y0 - lzsinθ0 - rw0 ) cosθ0
[mc + mwsin2 ( θ0 + α ) ]mwlz

+ C0 (mc + mw ) ⋅
[ y1dcos ( θ0 + α ) + x1dsin ( θ0 + α ) ]2

[mcmw + mw
2sin2 ( θ0 + α ) ] l2d ( θ0 + α ) α̇ +

(mc + mw ) [ y1dcos ( θ0 + α ) + x1dsin ( θ0 + α ) ]
[mc + mwsin2 ( θ0 + α ) ]mwlzld ( θ0 + α ) U =

  - ksmccos ( )θ0 + α
[mc + mwsin2 ( θ0 + α ) ]mwlz

yr ( t )

(7)

式中线位移u=yc-y0，角位移a =θz0-θ0，y0与θ0是静平

衡时的线坐标和角坐标，由静平衡关系确定。由方

程式(6)至式(7)可见，该车辆系统具有强几何非线

性，并受随机路激励。

设系统的观测量为速度 u̇与 α̇，其中将包含测量

噪声，因此不能由测量值直接确定速度，故称为不完

全观测或部分观测。它可表示为

φ1 = d1u̇ + e11Ws1 ( t ) (8)

φ2 = d2 α̇ + e12Ws2 ( t ) (9)

式中：φ1 与 φ2 是观测量，d1与 d2是放大系数，Ws1与

Ws2是独立的单位强度观测噪声，e11与 e12表示其幅

值。方程式(6)至式(9)构成一个部分可观非线性随

机振动的控制问题。

设系统状态向量Z = [ u,α, u̇, α̇ ]T，观测向量Φs =

[ φ1,φ2]T，则系统方程与观测方程可表示成矩阵形式

Ż = A ( Z ) + B ( Z )U + FW ( t ) (10)

Φs = DZ + EWs ( t ) (11)

式中向量A、、B、、F由方程式(6)至式(7)确定，矩阵D与

E由方程式(8)至式(9)确定，W是单位强度白噪声，Ws

=[Ws1，Ws2]T。W由随机路激励 yr确定，对于一般不平

路面，yr可通过滤波白噪声模拟，其方程为

ẏr + 2πn00vyr = 2πn0 Gq ( n0 ) v W ( t ) (12)

式中空间截止频率 n00=0.01 m-1，参考空间频率 n0=

0.1 m-1，Gq是路面功率谱密度，描述路面不平度，按

其不同值区分路面等级。此时，通过扩展状态向量

Z，系统方程仍可表示为式(10)。

2 基于推广Kalman滤波的随机最优

有界控制律

部分可观非线性随机控制问题表达式(10)至式

(11)包括最优状态估计与基于估计状态的最优控制。

最优估计的性能指标为

JF ( Ẑ ) = E [ lF ( Z - Ẑ ) | Φs ] (13)

式中：Ẑ是估计的状态向量，E[×]是期望算符，函数 lF

(×)³0用于表达状态偏差。根据推广的Kalman滤波

方法可得关于估计状态的非线性系统方程[10–11]

Ż̂ = A ( Ẑ ) + B ( Ẑ )U + RDTR-1
s WI ( t ) (14)

式中：WI是高斯白噪声向量，方差矩阵Rs=EET，估计

偏差的方差矩阵R由下列方程确定

Ṙ =
∂A ( Ẑ )

∂Ẑ
R + R [

∂A ( Ẑ )

∂Ẑ
]T + FF T - RDT R-1

s DR

(15)

因R较快趋向于平稳，故可取方程式(15)的平

稳解。

系统表达式(14)最优有界控制的性能指标为

JC (U ) = E [ ∫0tf fC { Z ( t ) } dt + ψ { Z ( tf ) } ] (16)

式中：函数 fC(Z)≥0，tf是控制的终时，ψ是控制终值。

根据随机动态规划原理可得非线性随机系统表达式

(14)与指标式(16)的动态规划方程[10–11]

∂V
∂t

+ min
U

{
1
2

tr ( RDT R-1
s DR

∂2V

∂Ẑ 2
) +

[ A ( Ẑ ) + B ( Ẑ ) U ]T ∂V

∂Ẑ
+ fC ( Ẑ ) }= 0

(17)

式中：V是值函数，tr[×]是迹算符。考虑控制力U的

有界性，通常有U∈[-Ua,，Ua]，Ua为控制力界限。由

式(17)左边第二项极小化可得最优有界控制律

U * = -Ua sgn ( BT ∂V

∂Ẑ
) (18)

对于半主动控制，最优控制律还需满足式(3)。

如果不满足时，只能取为0，因此控制效果有所影响。

部分可观测车辆系统非线性随机振动的最优控制 9
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将式(18)代入式(17)得到值函数方程，求解之得到V，

通常可取平稳解，从而由式(18)确定最优控制。再

由方程式(14)计算估计系统响应，结合估计偏差的

方差可计算原系统的响应统计。比较受控与未控系

统的响应可评估控制效果。

3 数值结果

考虑具有观测噪声的受随机路激励的斜杆支承

与控制的车辆系统模型，其基本参数为：mc=2 804

kg，mw=104 kg，lz=0.33 m，kr=13 kN ×m/rad，ks=2×107

N / m，θz0=0.96 rad，rw0=0.295 m，x1d=0.621 m，y1d=

0.312 m，C0=1 640 kg/s，e11=0.03，e12=0.03，d1=1，d2=

1，Ua=2.5 kN，车速 v=50 km/h，B级不平路。按照上

述方法确定最优控制，用龙格-库塔法计算系统响

应，再作统计，数值结果如图 2至图 6所示。图 2为

车辆在B级不平路面以 50 km/h前进时路面相对基

准线波动位移随时间变化的曲线，表达了随机路

激励。

图 2 车速50 km/h工况下的不平路面

图 3展示了半主动控制、主动控制与未控制时

车体振动位移响应随时间的变化，其中主动控制是

按式(18)确定的最优控制，半主动控制是按式(18)确

定最优控制并满足阻尼器动力学约束式(3)。未控

制时车体位移标准差为 0.047 3 m，半主动控制时的

车体位移标准差为 0.015 4 m(相对降低 67 %)，主动

控制时的车体位移标准差为 0.013 8 m(相对降低

71 %)。可见上述最优控制能显著降低车辆系统的

非线性随机振动，主动控制效果略好于半主动控制，

因为半主动控制受到一定约束。

图 4展示了半主动控制、主动控制与未控制时

车体振动速度响应随时间的变化，同样地主动控制

与半主动控制均能显著降低车辆系统的非线性随机

振动速度，因此能有效控制车体振动能量。

图 5展示了半主动控制、主动控制与未控制时

车体振动位移响应标准差随观测噪声幅度系数 e11

的变化，车体振动响应标准差随观测噪声幅度系数

图 3 车体振动位移响应

图 4 车体振动速度响应

图 5 车体振动位移响应标准差随观测噪声幅度系数e11变化

e12变化的情况类似。可见在一定范围内，不同观测

噪声幅度系数或噪声强度对于半主动控制与主动控

制时车体振动响应标准差的影响较小。

图 6展示了半主动控制、主动控制与未控制时

车体振动位移响应标准差随观测响应放大系数d1的

变化，车体振动响应标准差随观测响应放大系数 d2

变化的情况类似。在较大范围内，不同观测响应放

大系数对于半主动控制与主动控制时车体振动响应

标准差的影响较小。因此上述部分可观的最优控制

对于不同观测系数具有一定的鲁棒性，改善控制器

以减少控制约束可进一步提高控制效果。

总之，上述部分可观的最优主动与半主动有界

10
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图 6 车体振动位移响应标准差随观测响应放大系数d1变化

控制能显著降低斜杆支承车辆系统在随机路激励下

的非线性随机振动，且该控制结果对于状态观测噪

声强度与观测响应放大系数具有一定的鲁棒性。

4 结 语

本文研究了具有观测噪声的斜杆支承车辆系统

受随机路激励的非线性随机振动控制，发展了该部

分可观车辆系统的非线性随机控制新策略。考虑车

体与车轮的垂直耦合运动及斜支承杆的转动，建立

了部分可观车辆控制系统模型的非线性随机振动方

程与包含测量噪声的系统观测方程，建立了该部分

可观车辆系统的非线性随机最优控制模型。根据推

广的Kalman滤波方法得到了关于估计状态的非线

性随机系统方程，从而将部分可观车辆系统的非线

性随机最优控制问题转化为完全可观的非线性随机

最优控制问题。根据随机动态规划原理建立了完全

可观系统的动态规划方程，并结合控制力的有界性，

得到了基于系统估计状态的最优有界控制律，实现

了主动控制，同时对于磁流变阻尼器实现了相应的

半主动控制。数值结果说明了该控制策略可有效地

降低具有观测噪声的斜杆支承与控制车辆系统在随

机路激励下的非线性随机振动，并对于不同观测系

数具有一定的鲁棒性。
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