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少片钢板弹簧片间动摩擦系数计算方法研究

李雪梅，陈综艺，刘夫云，汤长波，陈厚锦

（桂林电子科技大学 机电工程学院，广西 桂林，541004 ）

摘 要：为研究钢板弹簧的片间动摩擦特性，提出一种少片钢板弹簧片间动摩擦系数计算方法。首先根据少片钢

板弹簧的变形运动学特性，推导出少片钢板弹簧动摩擦系数与静摩擦系数的关系；然后分别基于力学法和能量法建立

少片钢板弹簧静摩擦系数计算模型，根据摩擦功相等原理，得出板簧静摩擦系数计算方法；最后根据钢板弹簧动、静摩

擦系数的关系，推导出少片钢板弹簧片间动摩擦系数计算方法。计算结果表明：摩擦系数的计算值和实际工况值基本

吻合。以某企业实际板簧为例，对上述计算模型进行了实验验证。
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Study on Calculation Method of Dynamic Friction Coefficient
between the Sheets of a Less-sheet Leaf Spring

LI Xuemei , CHEN Zongyi , LIU Fuyun ,
TANG Chang-bo , CHEN Hou-jin

( School of Mechanic and Electronic Engineering, Guilin University of Electronic Technology,

Guili 541004, Guangxi China )

Abstract : In order to study the dynamic friction characteristics of the leaf spring, a method for calculating the dynamic

friction coefficient between the spring sheets is proposed. Firstly, according to the deformation kinematic characteristics of

the leaf spring, the relationship between the dynamic friction coefficient and the static friction coefficient of the spring is

deduced. Then, based on the mechanics method and the energy method, the static friction coefficient calculation models of

the leaf spring are established respectively. According to the principle of friction work, the calculation method of static

friction coefficient of the leaf spring is obtained. Finally, according to the relationship between the dynamic and static

friction coefficients of the leaf spring, the calculation method of the friction coefficient between the spring pieces is deduced.

The calculation results show that the computed values of the friction coefficient are in good agreement with the values in the

actual working condition tests. The above calculation model is verified experimentally by an actual leaf spring.

Keywords : vibration and wave; leaf spring; friction work; deformation kinematics; friction coefficient

钢板弹簧的片间动摩擦特性是钢板弹簧阻尼特

性研究的重点和热点之一。目前，少片钢板弹簧设
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计计算方法中关于板簧摩擦系数的研究很少，而板

簧片间摩擦系数对钢板弹簧动态特性有着重要影

响，国内外研究人员广泛采用 CAE 法对此展开研

究。国外研究钢板弹簧的性能主要基于有限元数值

计算方法[1–2]。樊翠连等研究了接触摩擦对等截面

钢板弹簧的力学性能影响[3]；叶南海等研究了不同摩

擦系数的变截面钢板弹簧性能[4]；唐应时等考虑接触

摩擦计算了多片钢板弹簧悬架预应力[5–6]。这些研

究大多是针对等截面钢板弹簧，且仅考虑了板簧片

间的干摩擦，一般设定摩擦系数为定值，而针对少片

钢板弹簧进行性能研究时很少有人提出板簧片间动

摩擦系数的计算方法。

本文以某载货汽车后悬架少片钢板弹簧为对
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象，考虑实际工况下板簧的大变形，首先根据钢板的

变形动力学特性，分析出钢板弹簧片间的动、静摩擦

系数关系，接着建立少片钢板弹簧静摩擦系数计算

模型，最后推导出少片钢板弹簧片间动摩擦系数计

算方法，研究了影响少片钢板弹簧动摩擦系数非线

性因素的变化规律。

1 少片钢板弹簧片间动摩擦系数计算

模型

汽车行驶过程中，钢板弹簧各簧片之间相互滑

动，导致了摩擦现象的存在。车辆上的少片钢板弹

簧只有端部和中部相接触，少片板簧的中部被U型

螺栓所固定，在实际工况下少片钢板弹簧中部产生

的摩擦很小，对少片板簧性能带来的影响可以忽

略。少片钢板弹簧端部垫块嵌入在少片簧副片簧的

卡槽里，与副片簧一起运动。端部垫块与副片簧之

间没有摩擦，摩擦只存在于垫块上表面与主片簧的

下表面之间，所以少片钢板弹簧的片间摩擦属于外

摩擦。本文通过外摩擦机理研究，建立了少片钢板

弹簧片间动摩擦系数的计算模型。

1.1 钢板弹簧的变形运动学分析

假设少片板簧在垂直载荷作用下，簧片各处所

受的应力接近相等，当板簧受到压力变形时，每个簧

片的变形规律行为一致。因此，板簧的变形规律可

转化为主片簧的变形规律，所以主片簧全长的形状

近似地看成是一个圆弧，并且它的半径随着载荷而

变化。坐标原点取固定端卷耳中心处，分析当板簧

弧高 y 发生变化时，主片簧中点 P的水平坐标 x 的

变化规律。图1所示为一副水平布置的对称板簧变

形的示意图。

设板簧的卷耳半径为 r ，板簧长度的一半为 l ，

曲率半径为R，张角为θ。由几何关系有

{x = (R- r)sin θ
y = R(1 - cos θ)+ r cos θ (1)

考虑到 R= 1
θ
，根据文献[7]可知

x≈1 - 2(y - r)2
3 l -

2(y - r)r
l

(2)

式中 r 为主片簧卷耳中心线半径；x为P点相对O点

的水平位移；y 为 P点相对O点的垂直位移；l为板

簧的半长度；R为曲率半径；θ为张角。

1.2 板簧片间动摩擦系数计算模型

根据文献[8]可知：对于一般干摩擦而言，它的

摩擦系数 μ 随着滑动速度的增加而减少，即摩擦系

数与滑动摩擦速度的关系曲线具有负斜率。

μ = μ0 + ẋ
∙tan β (3)

图 1 板簧变形运动学分析

式中 μ0 为静摩擦系数；ẋ
∙
为板簧相对变形速度；β

为摩擦系数随滑动速度变化曲线的斜率角度。

假设板簧的垂直相对位移为 y = A sinωt + A0 ，

则 ẏ
∙
= ωA cosωt

其中 A为振幅，A0 为板簧满载弧高。

所以对式（2）求导可以得到

ẋ
∙
= -

2ωA2 sin 2ωt + 2Aω(2A0 + r)cosωt3 l (4)

代入式（3）中，板簧的片间动摩擦系数 μ 可表

示为

μ = μ0 - tan β·2ωA
2 sin 2ωt + 2Aω(2A0 + r)cosωt3 l (5)

2 基于摩擦功的板簧片间静摩擦系数

计算方法

本文通过摩擦功分析方法，建立钢板弹簧的力

学计算模型，得到一种在加载振幅和频率较小的工

况下板簧片间摩擦力做功的计算公式；根据能量转

换关系，推导出板簧在静载压缩下摩擦功的计算公

式。根据摩擦功相等原理，得到板簧的静摩擦系数。

2.1 基于力学法的板簧片间摩擦功计算模型

2.1.1 板簧片间相对变形的分析计算

假设预载力为P，钢板弹簧主片长为L1，副片长

为L2，中部片厚为 s，振幅为± A ，图 2为主片在振幅

为 - A和 A时的状态示意图。

图 2 主片在振幅为 - A和 A时的状态示意图

振幅在 - A和 A时，主片簧的曲率半径分别为

r1、r2，由于板簧端部片间装有垫块，可视主片簧与副

片簧的中性面到中部和端部的距离相等，均为板厚

s，则副片簧的曲率半径分别为 r1+s，r2+s。钢板弹簧

在动态力作用下，振幅从 - A到 A时，钢板弹簧曲率

少片钢板弹簧片间动摩擦系数计算方法研究 7
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半径变大，各叶片下表面被压缩，上表面被拉伸，其

具体滑移量为主片簧下表面的压缩量与副片簧上表

面的拉伸量之和，其上下表面长度尺寸随着曲率的

变化而变化。根据弯曲梁理论，对于对称截面，对称

面就是中性面。r1、r2、r1+s，r2+s即表示中性面的曲率

半径，中性面的长度不变，即为钢板弹簧片长，则主

片簧在振幅从 - A 到 A 的过程中其下表面的压缩

量为

y1 = L1((r1 + s2)/r1 - (r2 + s2)/r2) (6)

副片簧在振幅从 - A到 A的过程中其上表面的

拉伸量为

y2 = L2((r2 + s2)/ (r2 + s)  -   (r1 + s2)/ (r1 + s)) (7)

则一端总的滑移量为

Y = 12 (y1 + y2)= 12 L1((r1 + s2)/r1 - (r2 + s2)/r2)+          
                  12 L2((r2 + s2)/ (r2 + s)- (r1 + s2)/ (r1 + s))

(8)

2.1.2 板簧片间正应力的分析计算

板簧片间应力包括正应力和切应力，由于摩擦

产生的切应力较小，因此本文忽略切应力对总应力

的影响。因为钢板弹簧的片长远大于弧高，正应力

方向与预紧力方向夹角较小，所以可将钢板弹簧两

端部的片间正应力的代数和近似为预紧力Fy。中心

螺栓拧紧产生的预紧力Fy使得副片簧曲率变小的同

时，主片簧曲率变大，在预紧力的作用下主片簧和副

片簧的中部相接触。由于主片簧和副片簧具有相同

的刚度 K 静/2，其间作用力为一对作用力与反作用

力，因此两片簧预紧过程中的挠度相等，方向相反，

假设主片簧由于预紧力产生的变形量为 - ∆x，则副

片簧为∆x。螺栓预紧后，对其进行预载力加载，因为

两片簧端部和中部紧密贴合，在预载力为P时，主片

簧和副片簧的变形量相等，设其为 x，则主片簧和副

片簧的挠度分别为 - (∆x+x)和(∆x+x)，主片簧和副片

簧自由状态下弧高分别为 a和 b。则有

FN =
K

静
(b - a)
4 + P2 (9)

式中：FN 是振幅为0时钢板弹簧两端部的片间正应

力之和。动态工况下正应力是一个变力，随振幅的

改变而改变，但变化较小，且其均值近似等于振幅为

0时的正应力 [9]，本文将这个变力等效为恒力 FN 。

2.1.3 计算摩擦力做的功

板簧接触处的摩擦系数为静摩擦系数 μ0 ，一个

周期内两端部片间滑移量均为 2 Y ，端部片间正应

力均为FN /2，则一个周期内摩擦力所做的功Ws 为

Ws = 4μ0
FN2 Y = 2μ0FNY (10)

2.2 基于能量法的板簧片间摩擦力做功计算模型

钢板弹簧在静载压缩时会发生一定的变形，静

载荷对钢板弹簧做的功一部分用于移动簧载质量，

包括簧载质量的动能和势能，还有一部分则用来克

服摩擦力做功。根据能量守恒定律，少片板簧静载

压缩下的摩擦功计算方法如下

Ef = E总
-UL - Ek (11)

式中：Ef 为少片簧摩擦力做功的理论值；E
总
为静载

荷对板簧总成所做的外力功；UL 为板簧质量的势

能；Ek 为板簧质量的动能。

在实际工况中，钢板弹簧静刚度的变化非常小，

可视为恒定。外载荷从0增加到P，外力是线性变化

的，将外载荷P对板簧所做外力功等效为 1/2P的外

力对板簧所做恒力功。其中X是板簧在外载荷P 作

用下产生的变形量。

E总= 12 P∙X (12)

UL= 12 mg∙X (13)

EK= 12 mg∙ Ẋ 2 (14)

通过弯曲梁理论可知，板簧在较小激励工况下

片间摩擦行为和静载压缩下片间摩擦行为基本一

致[10]。根据摩擦功的相等关系，得到式(15)、式(16)。

Ws = Ef (15)

2μ0FNY =
12 P∙X - 12 mg∙X - 12 mg∙ Ẋ 2 (16)

由此可以得到板簧的静摩擦系数如下

μ0 =
P∙X -mg∙X -mẊ2

4FNY
(17)

最后，根据式(5)所示板簧间动、静摩擦系数的

关系，推导出少片钢板弹簧动摩擦系数为

μ =
P∙X -mg∙X -mẊ2

4FNY
-

tan β· 2ωA
2 sin 2ωt + 2Aω(2A0 + r)cosωt3 l (18)

3 台架试验与应用计算

3.1 摩擦功的试验验证

图3所示为钢板弹簧台架试验，采用PWS-20动

静态试验机对钢板弹簧进行加载。图4所示是台架

试验中分析得到的少片钢板弹簧的载荷-变形特性

线，加载曲线和卸载曲线之所以存在差距，是因为簧

片间存在摩擦[11]。计算得出载荷差值曲线与坐标轴

所围的面积，就是在不同的外载荷下，由台架试验得

到的静态摩擦功大小 Es 。

8
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图 3 钢板弹簧台架试验

通过图4中载荷差值曲线与坐标轴所围的面积

得到静态摩擦功的试验结果 Es ，采用式（10）计算板

簧在静态工况下不同载荷下摩擦功的理论值Ws ，运

用能量法公式（11）求得板簧在静载压缩时不同载荷

作用下的摩擦功理论值 Ef 。

图 4 钢板弹簧的载荷-变形特性曲线

表 1为静态工况下不同载荷作用时的Wf 与Ws

及其相对误差。表2为静载压缩时不同载荷作用下

的Wf 与 Es 及其相对误差。

表 1 静态工况下不同载荷下的Wf 与Ws 及其相对误差

预载/kN

10

11

12

13

14

15

摩擦功/(N∙m-1)

计算结果

10.6

12.8

15.2

17.6

20.5

23.4

试验结果

10.2

12.4

14.7

17.1

19.9

22.8

相对误差/（%）

3.9

3.2

3.4

2.9

3.0

2.6

表1中Ws 与Wf 相对误差小于5 %，且Ws 略大于

Wf 。误差产生的原因是由于钢板弹簧在加载作用

过程中，其片间的摩擦行为部分转换为滑动摩擦，摩

擦系数降低，从而摩擦损耗的能量减少；其相对误差

随着预载的增大呈现减小的趋势，这是由于在预载

表 2 静载压缩下不同载荷下的Wf 与 Es 及其相对误差

预载/kN

10

11

12

13

14

15

摩擦功/(N∙m-1)

计算结果

9.6

11.9

14.1

16.3

18.3

21.6

试验结果

10.2

12.4

14.7

17.1

19.9

22.8

相对误差/（%）

5.9

4.0

4.1

4.7

8.0

5.3

力较大时，片间正应力增大，摩擦行为主要表现为静

摩擦，摩擦系数增大，因而与理论值偏差较小。由表

2可以看出，理论计算与实验测得的摩擦功的相对误

差在合理范围内，从解决工程实际问题的角度出发，

具有一定的参考价值。上述实验证明，板簧在静态

工况下和静载压缩下摩擦力做功的理论值与试验测

得的摩擦功的值相对误差在合理范围内。

3.2 板簧片间摩擦系数计算模型实例分析

本文所用的钢板弹簧为某汽车企业提供的型号

为2912030的二片钢板弹簧，表3为该板簧叶片自由

状态下的结构参数。

采用PWS-20动静态试验机可以实现钢板弹簧

静态压缩试验和动态振动试验。本文提出的摩擦系

数计算方法可以看成两部分：静摩擦系数的计算模

型和动摩擦系数的计算模型。通过上述模型的计算

方法，将少片钢板弹簧的结构参数、试验条件参数代

入式（17）可以得到板簧的静摩擦系数，代入式（5）可

以分析试验工况下振幅、频率和斜率角度对板簧动

摩擦系数的影响的变化规律。以实际板簧型号

2912030为例，得到板簧静摩擦系数的计算结果图，

见图5。从图5可以看出：静摩擦系数的变化规律与

载荷、振幅有关。静摩擦系数的大小随载荷增大而

增大，随振幅的增大而减小。

在实际工况下板簧的相对位移变形量符合如下

形式：y = A sin(2πft)+ A0 ，上述的数学模型中，对影

响板簧动摩擦系数的因素进行分析。通过本文的动

摩擦系数计算模型可以看出，影响动摩擦系数的主

要因素是预载荷、加载频率、振幅。

而实验中对板簧施加的预载荷是影响板簧静摩

擦系数的主要因素。

本文讨论的重点是板簧的施加振幅、加载频率

表 3 板簧叶片自由状态下的结构参数

序号

1

2

中部板厚/mm

24

24

端部板厚/mm

13.5

13.5

板宽/mm

90

90

叶片长度/mm

1 800

1 800

曲率半径/mm

3 550

2 900

弧高/mm

113

138

少片钢板弹簧片间动摩擦系数计算方法研究 9
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图 5 板簧型号2912030静摩擦系数的计算结果图

和斜率角度对板簧动摩擦系数的变化规律，见图6。

可以得出结论：板簧动摩擦系数随振幅增大而减小，

随频率增大而增大，随斜率角度增大而增大。并且

可以看出振幅对板簧动摩擦系数的大小影响显著，

频率和斜率角度影响不明显。

4 结 语

（1）进行钢板弹簧的变形运动学分析，得到动、

静摩擦系数之间的关系。建立了少片钢板弹簧静摩

（a）摩擦系数随振幅变化的趋势 （b）摩擦系数随频率变化的趋势 （c）摩擦系数随斜率角度变化的趋势

图 6 影响板簧摩擦系数因素的计算结果图

擦系数计算模型，根据能量转换守恒原理，基于力学

法和能量法提出了板簧片间静摩擦系数计算方法。

文中以某载货车前悬钢板弹簧为算例通过台架试验

验证了该算法的准确性。

（2）推导出一种少片钢板弹簧片间动摩擦系数

的计算方法，通过计算得到钢板弹簧片间动摩擦系

数的变化规律：少片板簧片间摩擦系数随振幅增大

而减小，随频率增大而增大，随斜率角度增大而增

大。可以看出，根据本文提出的计算方法得到的计

算值与实际工况值在 0～0.2之间较为吻合，且动摩

擦系数计算值的正弦结果图和板簧实际工况下的值

基本一致。利用本文所提出的方法，可以在样品开

发设计阶段预测钢板弹簧在动态工况下的摩擦系

数，便于对钢板弹簧进行正向设计。
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