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基于区间摄动法的不确定结构高频动响应预示
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摘 要：统计能量分析是目前航空航天、汽车、船舶和核能等领域解决高频段振动及噪声问题的有效方法之一。考

虑稳态统计能量分析模型中损耗因子和外载荷的不确定性，将带有测量误差的内损耗因子和耦合损耗因子等参数以

区间变量形式表示。提出基于区间摄动方法的不确定结构高频段动响应预示方法，给出每个统计能量分析子系统总

能量区间的计算步骤及方法，揭示损耗因子和外载荷测量误差对稳态响应预示结果的影响规律，通过对两块复合板结

构的实验验证了理论的合理性和有效性。
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High-frequency Response Prediction of Uncertainty Structures
based on Interval Perturbation Approach
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Abstract : Statistical energy analysis (SEA) is an effective method to deal with the high-frequency noise and vibration

problem in many fields such as aeronautics, vehicles, ships and nuclear energy. In this paper, the uncertainty of the damping

loss factor and coupling loss factor of SEA is considered and the interval variables are utilized to represent the damping loss

factors and coupling loss factors with measurement errors. The high-frequency dynamic response prediction method of the

uncertainty structures is proposed by using the interval perturbation method. Then, the computation method of the total

energy intervals of the subsystems is provided. The effect level of the measurement errors of parameters on the predicted

steady- state response is revealed. The rationality and effectiveness of this theory is validated by the experiment on two

composite plates.
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新型工程产品和项目在研制初期一般都需要获

得相应的声振环境预示数据，在低频段可以采用传

统的有限元法或边界元法，但在高频段由于模态十

分密集，重叠率高使得传统的有限元法应用起来十

分困难。20世纪 60年代发展起来的统计能量分析

方法可以克服传统模态分析方法所遇到的这些困

难，为解决复杂系统的高频振动及噪声问题提供了

有力工具。
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利用统计能量分析方法对工程结构的高频振动

和噪声进行预示时，内损耗因子和耦合损耗因子等

参数的测量精度对响应预示结果的精确性有着很大

的影响。目前大部分都采用实验测量的方法来获得

结构的内损耗因子和耦合损耗因子 [1–3]，但是根据前

人所做的大量实验和所获得的工程经验可知，对于

大部分工程结构来说，内损耗因子和耦合损耗因子

一般都是 10-2～10-4量级的小数，在实际工作中想要

对这些小数进行精确运算和测量是比较困难的 [4–5]，

最终的测量数据通常存在误差，而参数测量误差的

积累会导致预示出的高频响应和响应的真实值之间

存在偏差，目前尚未有相关文献报道关于参数的测

量误差对预示结果影响的研究。
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本文在考虑参数以及外载荷测量误差的前提

下，结合区间摄动方法推导出了统计能量分析子系

统的模态能量区间，利用模态能量区间可进一步获

得不同频率点处的总能量区间。总能量区间的均值

代表不考虑参数和外载荷测量误差时预示的动响

应，而总能量区间上下界则反映了参数以及外载荷

的测量误差对响应预示结果的影响程度。

1 区间的定义和运算

在区间分析中，不确定性变量可以用一个封闭

的和有限的区间来表示。一个区间变量 xI 可以由

它的区间下限 xl 和区间上限 xu 来定义，具体的表达

形式可以写为[6]

xI ={ }x| xl  x xu = [ ]xl,xu = [ ]xc -Δx,xc +Δx (1)

本文使用上标“ l”代表区间变量的下限，使用

上标“ u”代表区间变量的上限，同时使用上标“ c”

代表区间变量的均值，区间 xI 的均值定义为

xc = ( )xl + xu /2 (2)

区间 xI 的离差定义为

Δx = ( )xu - xl /2 (3)

两个区间变量 xI 和 yI 之间的运算规则如下 [7]

xI + yI = [ ]xl + yl,xu - yu

xI - yI = [ ]xl + yu,xu - yl

xI × yI = [min{ }xl yl,xl yu,xuyl,xuyu ,min{xl yl,xl yu

xI /yI = xI × [ ]1/yu,1/yl if 0 ∉ yI

(4)

2 统计能量分析功率流平衡方程

2.1 子系统间功率流

在统计能量分析理论中，子系统所储存的能量

通过两种方式流出，一是子系统本身的能量耗散，能

量被转化成热能等其它形式，二是能量从一个子系

统传递到了另一个子系统。第 i个统计能量分析子

系统的损耗功率 pid 可用下式进行计算

pid = 2p f ηi Ei (5)

其中 f 代表分析带宽 Δf 内的中心频率，Ei 代表子

系统 i 在频率点 f 处的总能量，ηi 是子系统 i 的内

损耗因子，它表示子系统 i 自身耗散能量的能力

大小。

子系统 i到子系统 j 的功率流为

pij = p′ij - p′ji = 2π f ηij Ei - 2π f ηji Ej (6)

其中 ηij 和 ηji 是子系统间的耦合损耗因子，它们代

表能量在子系统 i和子系统 j 之间的传递效率。

统计能量分析中的耦合损耗因子和模态密度存

在一个互易关系

di( )f ηij = dj( )f ηji (7)

其中 di 表示子系统 i的模态密度。

2.2 功率流平衡方程

假设一个统计能量分析系统被划分为 k个相互

耦合的子系统，如图1所示

图 1 k个相互耦合的统计能量分析子系统

由式(5)和式(6)可得子系统 i的功率流平衡方程

pi = Ėi + 2πfηiEi + ∑
j = 1, j≠ i

k

( )2πfηijEi - 2πfηjiEj (8)

其中 pi 代表子系统 i的外部激励源对子系统 i的输

入功率。 Ėi = d Ei d t 为子系统 i 的能量 Ei 的变化

率。本文研究的是稳态振动情况所以 Ėi = 0 ，即子

系统能量不随时间而变化。

利用式(7)给出的互易原理，将所有子系统的功

率流平衡方程写成矩阵形式如下
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其中 N 是一个包含模态密度 di( )i = 1,2,⋯,k 、内损

耗 因 子 ηi( )i = 1,2,⋯,k 和 耦 合 损 耗 因 子

ηij( )i, j = 1,2,⋯,k 的 k × k阶系统矩阵，f 是分析带宽

Δf 内的中心频率，为计算方便令 Pi = pi /πp f ，

ei( )i = 1,2,⋯,k 称为模态能量指的是在分析带宽内

每阶模态所具有的能量。统计能量分析功率平衡方

程是在分析带宽内各阶模态所具有的能量相等的假

设下建立的，子系统 i 在各频率点处总能量 Ei 和模

态能量关系为

Ei = di∙ei (10)
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3 基于区间摄动法的稳态响应区间

计算

3.1 子系统模态能量摄动分析

利用式(9)，子系统的模态能量向量可以通过系

统矩阵 N 的逆阵和功率向量 P 的乘积来获得

e = [ ]e1,e2,⋯,ek T =N-1P (11)

根据摄动理论，当系统矩阵 N 存在一个摄动量

ΔN ，功率向量 P 存在一个摄动量 ΔP 时，摄动法的

平衡方程可以表示为

( )N +ΔN ( )e +Δe = ( )P +ΔP (12)

e +Δe能被进一步写为

( )e +Δe = ( )N +ΔN -1( )P +ΔP (13)

当矩阵范数  N-1 + ΔN 小于 1时，可以利用纽

曼级数将 ( )N +ΔN -1
展开如下

( )N +ΔN -1 =N-1 -N-1ΔNN-1 =N-1ΔNN-1ΔNN-1 -⋯ (13)

将式(14)代入到式(13)中得到

( )e +Δe = ( )N-1 -N-1ΔNN-1 +N-1ΔNN-1 -⋯ ( )P +ΔP =
N-1P +N-1ΔP +∑

i = 1

∝
( )-N-1ΔN i

N-1P +∑
i = 1

∝
( )-N-1ΔN i

N-1ΔP =
e +N-1ΔP +∑

i = 1

∝
( )-N-1ΔN i

e +∑
i = 1

∝
( )-N-1ΔN i

N-1ΔP
(15)

忽略式(15)的高阶微量，可以得到模态能量向

量的摄动量为

Δe =N-1ΔP -N-1ΔNe (16)

3.2 带有测量误差参数的区间表示

用实验测量的方式来获取结构的内损耗因子、

耦合损耗因子和输入功率时，测量结果通常存在一

定量的误差，下面采用式(1)的区间形式来表示带有

测量误差的参数和输入功率

ηI
i = [ ]ηI

i ,ηu
i ( )i = 1,2,⋯,k

ηI
ij = [ ]ηI

ij,ηu
ij ( )i = 1,2,⋯,k i≠ j

P I
ij = [ ]PI

ij,Pu
ij ( )i = 1,2,⋯,k

(17)

内损耗因子、耦合损耗因子和输入功率的测量

值是式(17)的区间均值即 ηc
i ，η

c
ij 和 Pc

i ，假设测量误

差不超过 ±s% ，则式(17)可以进一步写成

ηI
i = [ ]ηc

i -ηc
i∙S%ηc

i +ηc
i∙S% ( )i = 1,2,⋯,k

ηI
ij = [ ]ηc

ij -ηc
ij∙S%ηc

ij +ηc
ij∙S% ( )i, j = 1,2,⋯,k i≠ j

P I
i = [ ]Pc

i -Pc
i∙S%Pc

i +Pc
i∙S% ( )i = 1,2,⋯,k

(18)

相比于内损耗因子和耦合损耗因子的测量精确

性，模态密度的测量结果相对精确很多。再者任何

区间分析方法都存在区间扩张问题，即过多的区间

相乘或相除运算会导致最终的计算结果不精确。综

合以上两方面原因，将子系统的模态密度处理成常

数而不是区间变量。

3.3 子系统模态能量区间

本节将带有测量误差的内损耗因子、耦合损耗

因子和输入功率(即式(17))代入到统计能量分析的

功率流平衡方程，最终可以得到子系统模态能量区

间，区间均值是不考虑参数和输入功率误差时预示

的模态能量，而模态能量区间的上下限反映了参数

和输入功率的测量误差对预示结果的影响程度和大

小。将式(17)代入到式(9)中得区间形式的功率平衡

方程为
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这里 N I 称作区间系统矩阵，它是一个包含模态

密 度 di( )i = 1,2,⋯,k ，内 损 耗 因 子 区 间

ηI
i ( )i = 1,2,⋯,k 和 耦 合 损 耗 因 子 区 间

ηI
ij( )i, j = 1,2,⋯,k 的矩阵，eI

i ( )i = 1,2,⋯,k 是子系统 i

的模态能量区间。

用区间均值和不确定区间来表示式(19)中的区

间系统矩阵和区间输入功率向量

N I = N c +ΔNI (20)
PI = Pc +ΔPI (21)

其中

N c = ( )N l +ΔNu /2 (22)

ΔNI = [ ]ΔN,ΔN ; ΔN = ( )Nu -Nl /2 (23)

Pc = ( )N l +Nu /2 (24)

ΔPI = ( )-ΔP,ΔP ; ΔP = ( )Pu -Pl /2 (25)

将式(20)和式(21)代入到式(19)中得到

( )Nc +ΔNI ( )ec +ΔeI = ( )Pc +ΔPI (26)

ΔNI 可以看作是围绕 Nc 的一个摄动，而 ΔPI 可

以看作是围绕 Pc 的一个摄动，这样就可以将式(26)

看作是一个摄动形式的方程即

( )N c + δN ( )ec + δe = ( )Pc + δP (27)

其中

-( )Nu -N l /2  δN ( )Nu -N l /2 (28)

-( )Pu -Pl /2  δP ( )Pu -Pl /2 (29)

根 据 式 (14) 的 扩 展 方 式 ，当 矩 阵 范 数


 


|

| ( )Nc -1|ΔN < 1时，可以将 ( )N c +ΔNI -1
扩展为

28
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( )N c +ΔNI -1 = ( )N c -1 - ( )N
-1ΔNI

( )N c -1 + ( )N c -1ΔNI( )N c -1ΔNI( )Nc -1 -⋯ (30)

将式(30)代入到式(26)中得到

( )ec +ΔeI = ( )( )Nc -1 - ( )Nc -1ΔNI( )Nc -1 + ( )Nc -1ΔNI( )Nc -1ΔNI( )Nc -1 -⋯
( )Pc +ΔPI = ( )Nc -1

Pc + ( )Nc -1ΔPI +
∑
i = 1

∝
( )-( )Nc -1ΔNI

i

( )Nc -1
Pc +∑

i = 1

∝
( )-( )Nc -1ΔNI

i

( )Nc -1ΔPI =
ec + ( )Nc -1

Pc +∑
i = 1

∝
( )-( )Nc -1ΔNI

i

ec +∑
i = 1

∝
( )-( )Nc -1ΔNI

i

( )Nc -1ΔPI

(31)
根据式(31)可以获得子系统模态能量的区间向

量为

eI + ec +ΔeI = ( )Nc -1
Pc + ( )Nc -1[ ]ΔPI -ΔNIeI (32)

基于式(19)的区间功率流平衡方程，式(32)中的

Nc 和 ΔNI 可以表示为

Nc =
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假设 N c 的逆矩阵为

( )N c -1 =
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将式(34)和式(35)代入到式(32)中得
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ΔηI
i = [ ]( )ηl

i -ηu
i /2,( )ηu

i -ηl
i /2 ( )i = 1,2,⋯,k (38)

ΔηI
ij = [ ]( )ηl
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ij /2,( )ηu

ij -ηl
ij /2 ( )i = 1,2,⋯,k (39)

ΔPI
i = [ ]( )Pl

i -Pu
i /2,( )Pu

i -Pl
i /2 ( )i = 1,2,⋯,k (40)

将式(36)和式(37)相加，最终可以得到任意一个

子系统 t( )t = 1,2,⋯,k 模态能量区间的上界和下界

的计算公式
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其中 Pl
i ( )i = 1,2,⋯,k 是子系统 i 输入功率区间的区

间下限，Pu
i ( )i = 1,2,⋯,k 是子系统 i输入功率区间的

区间上限，di( )i = 1,2,⋯,k 是子系统 i 的模态密度，

ηl
i( )i = 1,2,⋯,k 是子系统 i内损耗因子区间的区间下

限，ηu
i ( )i = 1,2,⋯,k 是子系统 i内损耗因子区间的区

间上限，ηl
ij( )i, j = 1,2,⋯,k i≠ j 是子系统 i 耦合损耗

因子区间的区间下限，ηu
ij( )i, j = 1,2,⋯,k i≠ j 是子系

统 i耦合损耗因子区间的区间上限。以上的区间上

下限可以通过内损耗因子、耦合损耗因子和输入功

率的测量值以及式(17)和式(18)获得。

4 实验验证

图 2是两块垂直相连的复合板结构，本节引用

文献[8]针对图 2典型板结构的振动实验结果，并将

该振动实验结果与利用区间方法预示得到的响应结

果进行对比。

图2 实验现场图 [8]

右侧板 1的长度为 400 mm，宽度为 500 mm，左

侧板 2的长度为 600 mm，宽度为 500 mm，复合板整

体厚度为 1.2 mm。两块复合板被划分为两个统计

能量分析子系统，板 1为子系统 1，板 2为子系统 2。

两个板分别布置了10和15个加速度传感器，每个板

布置5个激振点。依次对各个激振点激励并测量激

振力和激振点的加速度响应，对于稳态实验数据，由

阻抗头测量的加速度信号的互谱密度函数计算稳态

输入功率，由各板加速度信号的自谱密度函数的平

均计算子系统的总能量，然后将子系统总能量和输

入功率的比值作为归一化的总能量。

表 1 两块板的内损耗因子和耦合损耗因子

f /Hz

640

800

1 000

1 250

1 600

η1

0.030

0.030

0.030

0.030

0.040

η2

0.030

0.020

0.040

0.040

0.030

η12

0.010

0.008

0.010

0.009

0.005

η21

0.007

0.005

0.007

0.005

0.003

假设表 1中数据的测量误差不超过±8 %，那么

根据式(17)和式(18)的定义，可以将所有带有测量误

差的参数都写成区间形式，其中区间的均值就是实

际的参数测量值。

表 2 用区间形式表示带有测量误差(不超过±8 %)的参数

f /Hz

640

800

1 000

1 250

1 600

ηI
1

[0.027 6,

0.032 4]

[0.027 6,

0.032 4]

[0.027 6,

0.032 4]

[0.027 6,

0.032 4]

[0.036 8,

0.043 2]

ηI
2

[0.027 6,

0.032 4]

[0.018 4,

0.021 6]

[0.036 8,

0.043 2]

[0.036 8,

0.043 2]

[0.027 6,

0.032 4]

ηI
12

[0.009 20,

0.010 80]

[0.007 36,

0.008 64]

[0.009 20,

0.010 80]

[0.008 28,

0.009 72]

[0.004 60,

0.005 40]

ηI
21

[0.006 44,

0.007 56]

[0.004 60,

0.005 40]

[0.006 44,

0.007 56]

[0.004 60,

0.005 40]

[0.002 76,

0.003 24]

当统计能量分析的参数区间确定以后，需要验

证一下是否满足式 (30)的收敛条件，即矩阵范数









|
|
||

|
| ( )Nc -1 ΔN 小于1。

当分析带宽的中心频率为640 Hz时，可得
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| ( )Nc -1 ΔN = 0.125 < 1

同理当分析带宽内的中心频率为 800 Hz时，可

得
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率为1 000 Hz时，可得
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|
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|
| ( )Nc -1 ΔN = 0.118 < 1，当分

析 带 宽 内 的 中 心 频 率 为 1 250 Hz 时 ，可 得
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|
| ( )Nc -1 ΔN = 0.111 < 1 ，当分析带宽内的中心频率

为 1 600 Hz时，可得








|
|
||

|
| ( )Nc -1 ΔN = 0.099 < 1。由以

上矩阵范数的计算结果可以看出，在各中心频率点

上所有参数的区间取值能够满足级数的收敛条件。

经计算可得两板的总能量区间如图 3 和图 4

所示。

图 3和图 4给出了由三种方式得到的板振动总

能量：

(1) 在考虑所有内损耗因子测量误差、耦合损耗

因子测量误差以及外载荷测量误差的情况下，由本

文提出的区间方法从理论上预示出的板总能量区

间值；

(2) 在不考虑任何内损耗因子测量误差、耦合损

耗因子测量误差以及外载荷测量误差的情况下，由

非区间的传统方法从理论上预示出的板总能量确定

图 3 板1在各频率点上的总能量区间

注：▲–代表区间上限，▼–代表区间下限，■–是不考虑参

数和载荷测量误差时理论预示得到的板1总能量，●–代表

文献[8]给出的实验测量的板1总能量

图 4 板2在各频率点上的总能量区间

注：▲–代表区间上限，▼–代表区间下限，■–是不考虑参

数和载荷测量误差时理论预示得到的板2总能量，●–代表

由文献[8]给出的实验测量的板2总能量

值(即区间均值)；

(3) 由实验测量得到的板总能量。

图 3和图 4中的横坐标选取的是统计能量分析

理论1/3倍频程的几个中心频率点，在统计能量分析

理论中用中心频率点处的能量来代表分析带宽内能

量的一个平均值，比如中心频率640 Hz的下限和上

限频率分别是596 Hz和716 Hz，那么在统计能量分

析中以 640 Hz点处的能量代表从 596 Hz到 716 Hz

带宽内的一个平均能量。由图 3和图 4可见板结构

的总能量区间包含着总能量的真实值(即实验测量

值)。

为了更具体地衡量参数和外载荷的测量误差对

稳态响应预示结果的影响程度，定义

稳态响应误差=
响应区间上限(或下限) -响应区间均值

响应区间均值

基于图 3和图 4给出的考虑参数和载荷测量误

差时预示得到的板总能量区间上下限以及不考虑任

何参数和载荷测量误差时预示得到的板总能量的确

定值(即区间均值)，现给出由参数和外载荷的测量

误差所导致的稳态响应的误差值如表3。

表 3 由参数和载荷的±8 %测量误差所导致的

稳态响应误差

板1

板2

640 Hz

±16.9 %

±33.3 %

800 Hz

±15.3 %

±34.1 %

1 000 Hz

±17.4 %

±33.2 %

1 250 Hz

±16.4 %

±32.8 %

1 600 Hz

±16.2 %

±31.0 %

5 结 语

对于复杂的工程结构在应用稳态统计能量分析

方法预示高频段动响应时，往往并没有考虑到参数

和外载荷的测量误差，导致最终的动响应预示结果

不够精确，给后续的结构设计带来不准确的信息，所

设计出来的结构也会存在一定的安全隐患，在实际

恶劣的声振环境下破坏或者失效，因此在进行动响

应预示时有必要考虑到参数以及外载荷的测量误差

对预示结果的影响。本文考虑到稳态统计能量分析

模型中损耗因子和外载荷的不确定性，将带有测量

误差的内损耗因子和耦合损耗因子等参数以区间变

量形式表示。通过求解统计能量分析区间功率流平

衡方程获得了每个子系统的总能量区间，通过这个

总能量区间可以得到参数和外载荷的测量误差对预

示响应的影响程度和大小，为后续的结构安全和可

靠性设计提供参考。

(下转第113页)
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