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考虑支撑间隙的齿轮系统动力学响应分析
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摘 要：以两轴式变速器三档传动齿轮为研究对象，对于通过花键与输出轴连接的从动齿轮，由于制造误差和装配

误差，在其中心处所存在的支撑间隙必将影响齿轮传递动态特性，对此以二状态模型描述从动齿轮支撑处间隙副的接

触状态及碰撞摩擦特性，建立考虑时变啮合刚度，齿侧间隙，综合齿频误差等非线性特性因素的运动微分方程，采用变

步长Runge-Kutta法对状态方程进行数值求解，结合相图、Poincare截面和功率谱密度图，综合分析间隙值大小等因素

对齿轮系统的动力学特性的影响。数值算例分析表明，随着间隙值的增大，齿轮啮合线的传递误差从单周期运动逐渐

过渡到混沌运动，从动轮的位移响应经历了单周期-准周期-单周期的变化；间隙值过大时，间隙副出现明显的单边接触

状态。
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Dynamic Response Analysis of Gear Systems with Support
Clearance Considered
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Abstract : The third grade gear pair of the twin-shaft transmission system is taken as the research object. The driven

gear and the output shaft are connected by a spline. Due to the manufacturing error and the assembly error, the support

clearance in the center of the driven gear is inevitable which will affect the dynamic characteristics of the gear transmission

system. In this paper, the contact state and the friction characteristics of the connection between the gear and the

transmission shaft are simulated by the double-state model. The dynamic differential equations are established considering

the nonlinear factors such as time-varying meshing stiffness, backlash and comprehensive tooth frequency error. The state

equations are solved by the Runge- Kutta method with variable step size. With the help of the phase diagram, Poincare

section and power spectrum density diagram, the influences of the clearance on the dynamic characteristics of the gear

system are analyzed. Numerical results of the example show that with the increase of the clearance, the transmission error on

the gear meshing line changes gradually from single periodic motion to chaotic motion, the displacement response of the

driven wheel changes from single periodic motion to quasi-periodic motion and then returns to single periodic motion. The

clearance pair shows an obvious unilateral contact state when the clearance value is too large.

Key words : vibration and wave; gear system; support clearance; nonlinear dynamics; double-state model

齿轮系统是各种机器和机械装备中应用最广的

动力和运动传递装置，其力学行为和工作性能对机

器有重要的影响。近年来，对于齿轮传动的精度、振
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动和噪声等特性提出了更高的要求，并随着非线性

科学的发展，国内外学者对于齿轮传动系统的非

线 性 现 象 展 开 了 大 量 深 入 的 研 究 与 分 析 。

Theodossiadas S采用解析法对于含有轮齿间隙和时

变啮合刚度的齿轮系统进行了研究，确定了齿轮系

统的周期性稳态响应，并对其进行数值求解 [1]；

Al-Shyya等建立了单级行星轮系非线性扭转振动模

型，运用增量谐波平衡法对系统的响应进行求解，并

将解析解结果数值法结进行了对比 [2]；Chang Jian等
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在含时变啮合刚度模型的基础上研究了齿轮系统中

含有非线性悬挂和无非线性悬挂模型，利用分形维

数和分岔图等方法分析两者的区别 [3]；Parke等建立

了行星齿轮传动的扭转集中参数模型和有限元模

型，分析比较了两种模型下行星齿轮传动的非线性

动力学响应 [4]；许生等以分岔和混沌作为分析手段，

研究单对齿轮传动系统在不同载荷下齿侧间隙的大

小对齿轮非线性动力徐响应的影响 [5]；李同杰等建

立行星齿轮系扭转非线性振动模型，结合 Poincare

图形分析，研究转速、啮合阻尼以及齿侧间隙等参数

对系统分岔特性的影响，同时利用改进后的PNF方

法，研究了间隙行星齿轮非线性传动系的周期轨道

及其稳定性 [6–7]；王鑫等分别建立了含行星轮断齿和

磨损故障的行星轮系量纲一非线性动力学方程，研

究了行星轮断齿故障、行星轮全齿磨损故障随激励

频率变化的分岔特性及故障特性，并分析了啮合阻

尼比及外部激励对系统的影响 [8]。李晟等建立了两

级行星齿轮传动系统非线性扭转动力学模型，研究

了激励频率、啮合阻尼比对系统分岔与混沌特性的

影响 [9]；巫企晶等分析了拉威娜式复合行星齿轮传

动系统中激励频率对系统分岔与混沌特性的影

响 [10]。

以上研究多针对齿轮系统内外部激励对其动态

特性的影响，其简化的模型中有一些影响因素并未

完全考虑到非线性动力学模型中，如齿轮与传动轴

连接副处的支撑间隙。本文针对两轴式变速器三档

传动齿轮，其从动轮通过花键和输出轴相连，由于制

造误差和装配误差，在从动轮中心支撑处必然存在

间隙，并且对齿轮传递特性产生影响，对此应用二状

态法描述从动轮与传动轴之间的间隙副接触状态，

建立含有支撑间隙的单对齿动力学模型。对上述模

型进行数值分析，基于非线性动力学相关理论，借助

相平面、Poincare映射及分岔特性等分析了支撑间隙

对齿轮系统动力学性能的影响。

1 含间隙的齿轮副动力学模型

建立一个含有时变啮合刚度、啮合阻尼、综合齿

频误差、齿侧间隙以及支撑接触副间隙等多种非线

性因素的动力系统，采用集中质量法建立齿轮系统

非线性动力模型，即认为系统是由只有弹性而无质

量的弹簧和只有质量而无弹性的质量块组成的。假

设主动轮的力矩由电机直接提供，其支撑处刚度足

够大；考虑从动轮处传动轴与齿轮之间的间隙，传动

轴半径为R1，与传动轴配合的从动轮孔半径为R2，则

接触副的间隙为 r = R2 -R1 ；齿轮之间的啮合力始终

作用在啮合线方向上，由此得到简化后的含间隙单

对齿轮啮合的动力学模型如图1所示。

图 1 含间隙单对齿轮啮合动力学模型

建立在主动轮中心处的坐标为OXY，从动轮传

动轴中心处的坐标系为O1X1Y1，上述坐标均为固定

坐标系，设从动轮中心O2在O1X1Y1坐标系中的位移

为（x2，y2），则中心距O1O2为

L =O1O2 = x2
2 + y

2
2 （1）

当中心距小于半径间隙 r时，两构件将不接触，

故自由状态的条件判断条件为

L = x2
2 + y

2
2 < r （2）

接触状态条件为

L = x2
2 + y

2
2 ≥ r （3）

取等号表示开始接触，取“>”表示两构件接触且

接触表面有变形。

接触时的接触角 φ即O1O2与X1轴的夹角为

φ= arctan( y2
x2

) （4）

故在接触点处，运动的从动轮相对于传动轴的

的法向速度和切向速度为

{Vn = ẋ2 cosφ+ ẏ2 sinφ
Vt = ẋ2 sinφ- ẏ2 cosφ （5）

引入阶跃函数 δ

δ ={1                Vt ≥0
-1       Vt < 0                         （6）

表示 δ与 Vt 的正负号相同。引入判断函数 σ

σ ={0 L < r1 L > r （7）

表示传动轴与孔为接触状态时，可计算出接触

力，当两者为自由接触状态时，认为其接触力为零。

认为构件表面具有弹性和阻尼，把接触表面力-位移

特性线性化，可得接触力的法向和切向分力为

{Fn = (K(L - r)+CnVn)σ
Ft = ( fδFn + CtVt)σ （8）

式中K，Cn，Ct，f分别为接触副元素表面的线性化接

触刚度系数、线性化法向黏性阻尼系数、切向黏性阻

尼系数和库仑摩擦系数。

图1中，rb1，rb2分别为主从动轮的啮合基圆半径；

k(t)为齿轮副的时变啮合刚度；Ce为齿轮副的啮合阻

尼系数；e(t)为综合齿频误差；T1、T2为作用在主从动

轮上的转矩；θ1 、θ2 分别为主从动轮的扭转角位移；

I1 、I2 为主从动轮的转动惯量。

考虑支撑间隙的齿轮系统动力学响应分析 51
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根据模型得到系统的含间隙运动微分方程为
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I1θ̈1 +Ce[rb1θ̇1 - rb2θ̇2 - ė(t)]rb1 + k(t) f [rb1θ1 - rb2θ2 - e(t)]rb1 = T1
I2θ̈2 -Ce[rb1θ̇1 - rb2θ̇2 - ė(t)]rb2 - k(t) f [rb1θ1 - rb2θ2 - e(t)]
rb2 = - T2 -FtR1
m2 ẍ2 +Fn cosφ+Ft sinφ=Ce[rb1θ̇1 - rb2θ̇2 - ė(t)]cosα +
k(t) f [rb1θ1 - rb2θ2 - e(t)]cosα
m2 ÿ2 +Fn sinφ+Ce[rb1θ̇1 - rb2θ̇2 - ė(t)]sinα +
k(t) f [rb1θ1 - rb2θ2 - e(t)]sinα =Ft sinφ

（9）
式中 f是指具有侧隙时的轮齿间的啮合力非线性位

移函数，具有线性分段性；若假设齿轮副间的侧隙为

2b，则此分段函数 f可表示为

f (x)= ìí
î

ï

ï

x - b(x > b)
0(-b≤ x≤ b)
x + b(x < -b)

（10）

引入轮齿在啮合线上的传递误差为

s = rb1θ1 - rb2θ2 - e(t) （11）

对式（9）可化简为

ì

í

î

ïï
ïï

Ms̈ + Ce ṡ + k(t) f (s)=Fm +Fh -Më(t)
m2 ẍ2 +Fn cosφ+Ft sinφ= (Ce ṡ + k(t) f (s))cosα
m2 ÿ2 +Fn sinφ+(Ce ṡ + k(t) f (s))sinα =Ftcosφ

（12）

式 中 M 为 齿 轮 副 的 等 效 质 量 ，

M=
m1m2
m1 +m2

=
I1I2

r2b1I2 + r
2
b2I1

；Fm 为系统的外部载荷激

励，Fm =
rb1T1I2 + rb2 T2I1

I1I2
；Fh 为由于间隙接触副摩

擦引起的载荷激励，Fh =
rb2FtR1

I2
；α为齿轮副的啮

合角。

齿轮在啮合过程中会存在啮合刚度激励，刚度

激励就是齿轮啮合过程中由综合刚度的时变性引起

的动态激励。本文根据石川算法计算出各啮合齿轮

的变形，进而得出单对齿啮合刚度和双对齿啮合刚

度，将轮齿啮合时变刚度的变化近似为矩形方波的

周期变化，通过傅里叶级数展开并略去高阶项后整

理得

K(t)= km +∑
i = 1

n

kai(iωt + φ) （13）

式中 km为平均啮合刚度；kai为变刚度幅值，ω为轮齿

啮合频率，ω=πnz/30 ，n，z，φ为转速、齿数及相

位角。

齿轮的综合误差为单频的简谐函数，即

e(t)= e cos(ωt + φe) （14）

式中e为综合误差幅值，φe 为对应的相位角。

设单对齿含间隙非线性齿轮动力学模型的固有

频率为 ωn = km M ，定义位移标称尺度 bc ，令量纲

一时间参数 τ =ωnt 。则有 S = bcs ，Ṡ = bcωn ṡ ，

S̈ = bcω
2
n s̈。将微分方程归一化可得

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

S̈ +
Ce

Mωn

Ṡ +
k(τ)
Mω2

n

f (S)= Fm

Mbcω
2
n

+
Fh

Mbcω
2
n

-
ë(τ)
bcωn

Ẍ2 +
F̄n cosφ
m2bcω

2
n

+
F̄t sinφ
m2bcω

2
n

=
Ce

m2ωn

Ṡ cosα + k(τ)
m2ω

2
n

f (S)cosα

Ÿ2 +
F̄n sinφ
m2bcω

2
n

+
Ce

m2ωn

Ṡ sinα + k(τ)
m2ω

2
n

f (S)sinα = F̄t cosφ
m2bcω

2
n

（15）

2 方程的求解及系统的稳态响应分析

对于间隙性非线性微分方程组，本文采用变步

长自适应Runge-Kutta数值积分方法来得到方程的

数值解，并对某变速器单对啮合齿轮进行了计算。

被计算的齿轮系统参数为：齿数 Z1=23，Z2=35；压力

角 α=20°，齿轮质量 m1=1.362 kg，m2=0.566 kg；模数

m=2 mm，齿频误差幅值为 e=30 μm，齿侧间隙为 b=

80 μm，初始相位角φe=0，驱动转矩T1=90 N∙m，负载

转矩T2=135 N∙m，啮合刚度通过石川算法计算变形

后用4阶傅里叶级数拟合。

假设中间传动轴的半径为8 mm，分别计算间隙

值为0 μm，10 μm，20 μm，50 μm，100 μm下系统的响

应，用啮合线上的传递误差 S和从动轮位移X2考察

间隙值对齿轮传递系统的动态响应。

图2为间隙值为0时的分析结果，从动轮不发生

任何方向上的位移，S的稳态响应为单周期运动，相

图为椭圆，Poincare截面为单个离散点，FFT频谱只

出现在激励频率上，此时的系统为单频激励下的单

频响应。

图 2 轮齿啮合线上的传递误差响应（r=0 μm）

图3、4为间隙为10 μm时的分析结果，S的稳态

响应为二周期运动，Poincare 截面为两个离散点，

FFT频谱分别分布在两个离散频率处；X2的响应为

非谐单周期响应，此时响应的时间历程也为单周期

运动，相图为椭圆闭合曲线，Poincare截面为单个离

52
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图 3 轮齿啮合线上的传递误差响应（r=10 μm） 图 4 从动轮的位移响应（r=10 μm）

散点，FFT频谱集中分布在单个离散点处。

图5、图6为间隙为20 μm时的分析结果，此时S

的响应为准周期响应，在时间历程图上出现了与时

变啮合刚度内激频率相关的成分，近似为周期运动；

其相图为具有一定宽度的闭合曲线带，Poincare截面

为多个离散点总体上趋近于封闭曲线，FFT频谱分

布在两个离散点处；X2的响应依然为单周期响应，

Poincare截面为单个点，FFT频谱分布集中分布在单

个频率处，但是在其附近出现了离散分布的频谱。

图7、8为间隙为50 μm时的分析结果，此时S的

响应为有界的非周期运动，相图为闭合的曲线带，

Poincare截面为离散分布的点团，功率谱上开始出现

连续谱；X2的响应为准周期响应，其时间历程近似为

周期运动，相图近似为具有一定宽度的闭合曲线带，

Poincare截面为集中分布的单个点团，FFT频谱总体

上集中分布在单个离散点处，但附近出现连续谱。

图9、图10为间隙为100 μm的分析结果，此时S

的响应逐渐变为混沌运动，其 Poincare截面上的点

和考虑的振动周期数一样多，FFT频谱离散的分布

在多个频率处；但是X2的响应此时表现为单周期运

动，相图为椭圆闭合曲线，Poincare截面为单个点。

从中可以看出，随着间隙的逐渐增大，S的响应

经历了单周期运动-准周期运动-混沌运动的变化过

程，X2的响应经历了单周期运动-准周期运动-单周期

运动的变化过程，可以看出在间隙值较小的时候，轮

齿间的啮合传递误差以及从动轮的位移响应均为单

周期运动，随着间隙的增大，系统响应的非线性特征

明显，传递误差响应的运动形态发生明显改变，逐渐

由准周期运动过渡到混沌运动，从动轮位移响应从

单周期运动过渡到准周期运动；但当间隙过大时，从

动轮位移响应又变为了单周期响应，并且从图10中

的时间历程图可以看出从动轮的平衡位置点从中心

偏离了一定距离，约2.5 μm，此时传动轴与孔之间的

接触状态表现为单边接触，即轴与孔的接触碰撞只

发生在轴一侧某一部分曲面处，显然此种运动状态

将会造成轴与孔的磨损加剧，局部应力增大等现象，

图 5 轮齿啮合线上的传递误差响应（r=20 μm） 图 6 从动轮的位移响应（r=20 μm）

考虑支撑间隙的齿轮系统动力学响应分析 53
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图 7 轮齿啮合线上的传递误差响应（r=50 μm） 图 8 从动轮的位移响应（r=50 μm）

图 9 轮齿啮合线上的传递误差响应（r=100 μm） 图 10 从动轮的位移响应（r=100 μm）

对齿轮寿命将会造成严重的影响，故在实际设计过

程中应避免间隙过大的现象发生。

3 结 语

（1）利用二状态法描述齿轮系统支撑间隙副处

的接触状态，建立了含有间隙的齿轮系统动力学模

型，计入支撑间隙后系统的运动形态会发生明显改

变，使得系统具有强非线性特征，且齿轮啮合线上的

传递误差受间隙影响较大，因此在齿轮系统动力学

分析过程中考虑支撑间隙是必要的。

（2）间隙值对啮合线上的传递误差影响显著，

不考虑间隙时，其动态响应为单周期运动，随着间隙

值的增大、系统响应由小间隙的准周期响应逐步过

渡到混沌运动。

（3）间隙较小时，从动轮的响应为单周期运动，

其平衡位置位于中心点附近，间隙值增大，其系统响

应逐步过渡到准周期响应，当间隙值过大时，其响应

回到单周期运动，但平衡位置偏离中心点，此时的间

隙副接触状态表现为单边冲击状态，此种响应严重

影响齿轮的运行状况和使用寿命，因此在实际工程

中要避免间隙过大的现象。
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