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周期激励Ueda电路系统的双参数特性分析
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摘 要：数值计算周期激励Ueda电路系统在双参数平面上的最大Lyapunov指数，得到系统在双参数平面上周期运

动、拟周期运动和混沌运动的参数区域。结合单参数分岔图和庞加莱截面图讨论多参数耦合对系统运动稳定性的影

响以及系统在参数平面上的分岔混沌过程，表明在不同的参数匹配下系统的局部动力学特性非常复杂，参数之间的相

互耦合关系对系统分岔与混沌过程的影响非常明显：当外激励幅值小于 1.0时，系统在外激励频率小于 1.181或大于

1.936的区域内均为拟周期运动；当外激励幅值大于1.0时，系统在外激励频率小于0.9和大于2.5的区域内出现混沌运

动和周期运动相交替的现象；选取合适的参数，系统由拟周期运动经锁相退化为周期运动，后经倍周期分岔序列进入

混沌运动；在给定系统参数下，当外激励频小于0.2时，系统振子发生颤振。
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Abstract : The top Lyapunov exponent of the Ueda circuit system with periodic excitation on the double-parameter

plane is calculated, and the parameter regions of periodic motion, quasi-periodic motion and chaotic motion of the system

are obtained. With the single-parameter bifurcation diagrams and Poincaré section maps, the influence of multi-parameter

coupling on the system motion stability is discussed, and the bifurcation and chaos processes of the system on the double-

parameter plane are also studied. The results show that the system local dynamic characteristics are very complex under

different parameters coupling. The influence of the mutual coupling among the parameters on the process of bifurcation and

chaos of the system is very obvious. When the external excitation amplitude is less than 1.0, the system exhibits quasi-

periodic motion in the region where the external excitation frequency is less than 1.181 or greater than 1.936. When the

external excitation amplitude is greater than 1.0, the system exhibits periodic motion and chaotic motion alternatively in the

range of the external excitation frequency below 0.9 or above 2.5. When the system parameters are selected appropriately,

the system motion will evolve into periodic motion from the quasi-periodic motion through phase lock, and then get into

chaotic motion through multi-periodic bifurcation. Under the given system parameters, the system oscillator shows chatter

motion when the external excitation frequency is less than 0.2.
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非线性动力学系统随系统参数变化而出现分岔

和混沌是非常普遍的现象 [1–3]。目前，很多学者通过

计算系统在双参数平面上的分岔图，研究系统随双

参数变化时的分岔特性，如文献[4]对两自由度碰撞

振动系统的多参数分岔以及各参数之间的匹配规律
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进行了研究，得到系统在参数平面上的各种分岔曲

线以及不同类型周期运动的参数区域；文献[5]对参

数周期转换洛伦兹系统的双参数分岔进行了研究；

文献[6]对耦合发电机系统的分岔和双参数特性进

行了研究，研究发现不同控制参数对系统动力学行

为的影响特性有所差异；文献[7–9]对多参数非常

规分岔以及多参数分岔的分形结构进行了一定的研

究；文献[10]利用 PNF和分岔延续算法相结合的方

法研究了行星齿轮传动系统在一组给定参数下共存
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的周期运动，并判断了各共存周期运动的稳定性；文

献[11]根据特征值理论研究了Laser系统在双参数条

件下的分岔特性。对于系统在双参数平面上最大

Lyapunov指数的计算与分析却鲜有文献报道。

周期激励Ueda电路是一个高度非线性的动态

系统 [12]，它既具有Duffing方程中的非线性能量存储

项，又具有Van der Pol方程中的非线性阻尼项。文

献[13]研究了周期激励Ueda电路中的Hopf分岔，基

于Hopf分岔条件给出了一个确定混沌参数区域的

方法。而对周期激励Ueda电路系统多参数匹配特

性的研究却很少见有文献报道，系统在运动过程中

不可能只受单参数的影响，为了得到系统在参数大

范围内变化时的动力学特性，有必要对系统的多参

数耦合特性进行研究。

本文针对周期激励Ueda电路系统，通过数值计

算系统在参数平面 ω- f 上最大Lyapunov指数(the

Top Lyapunov Exponent，简称TLE)来研究参数匹配

对系统动力学特性的影响，结合系统单参数分岔图、

庞加莱截面图对系统在双参数平面上TLE的分布进

行分析和验证。最后研究参数 μ对系统在参数平面

ω- f 上TLE分布的影响。

1 系统在双参数平面上TLE的分布

无量纲化后，周期激励Ueda振荡电路 [12]描述为

ẍ - μ(1 - x2)ẋ + x3 = f cos(ωt)
式中 μ 是系统参数，f 和 ω分别是外加周期激励信

号的幅度和频率。

数值仿真 f =0.2、0.6、1.0、1.5、2.0、3.0、4.0变化

时参数平面 ω- f 上最大 Lyapunov 指数的变化区

域。由于篇幅限制仅以 μ =0.2时为例，结合单参数

分岔图和庞加莱截面图讨论了多参数耦合对系统运

动稳定性的影响以及系统在参数平面上的分岔混沌

过程。图1为周期激励Ueda振荡电路系统在 μ =0.2

时参数平面 ω- f 上TLE的分布图，其中深灰色区域

图 1 系统在参数平面上TLE的分布图，μ = 0.2
为系统TLE近似等于 0的拟周期运动区域；黑色区

域为系统TLE大于 0的混沌运动；浅灰色区域为系

统TLE小于0的稳定周期运动。

图中 ω在1.5附近时，随 f 的增加，存在浅灰色

周期区域，且该周期区域面积不断向两边扩展；当 f

较小时(图1底部)，在左下部和右下部均为深灰色拟

周期运动区域，当 ω较大时右下部深灰色区域内系

统出现了较小鱼鳞状的黑色区域，系统在该区域内

仍为拟周期运动，其TLE在 0附近的扰动范围有所

增大；当 f 较大，系统在 ω 较小和较大时(图 1左上

部和右上部)均出现黑色混沌带，在该区域内系统出

现混沌运动和周期运动相交替的现象，动力学特性

很复杂。

2 系统在双参数平面上的分岔过程

取 μ =0.2，f =0.5计算系统随 ω 变化的单参数

分岔图和相应TLE图分别如图2(a)和图2(b)所示，在

图 2(b)中当 ω ∈[1.181, 1.936] 时系统 TLE 明显小于

0，系统在该参数区间内表现为稳定周期运动，当

ω< 1.181或 ω> 1.936 时其TLE在 0附近上下扰动，

而且当 ω> 1.936时，随着 ω的增大其扰动幅度也越

来越大，表明系统不稳定性越来越强。图2(c)为 ω =

(a) 分岔图, f = 0.5 (b) TLE图, f = 0.5 (c) Poncaré截面图, ω= 2.0
图 2 系统分岔图和TLE以及庞加莱截面图
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2.0时的庞加莱截面图，表现为1个闭合的极限环，表

明系统为拟周期运动，对应图2(b)其 T LE = -0.000 8。
取 μ =0.2，f =1.5计算系统随 ω 变化的单参数

分岔图和相应TLE，如图 3(a)和图 3(b)所示，图 3(a)

中随 ω的变化系统出现了多条宽度不同的黑色带，

对比图 3(a)和图 3(b)发现，ω 在 0.82和 2.25附近的

黑色带所对应的TLE明显大于 0，表明系统在该黑

色带内表现为混沌运动；而其它黑色带所对应的

TLE近似等于0，表明系统在该黑色带内为拟周期运

动。图 3(c)为图 3(a)在 ω ∈[0.65, 0.90] 时的放大图，

系统在此区间内出现了周期运动和混沌运动或拟周

期运动相交替的现象（后面详细分析）。图 3(a)中，

当 ω ∈(0.9, 2.2) 时系统为稳定的周期 1运动，当 ω =

2.21时系统经鞍结分岔转迁为混沌运动，随着 ω 增

加系统经逆倍化分岔序列退化为周期 3运动。图 3

(d)为图 3(a)在 ω ∈[2.52， 2.62] 的放大图，当 ω =

2.538 9时系统由周期 3运动转迁为周期 11运动，后

由周期11运动进入拟周期运动，随着 ω继续增加系

统由拟周期运动退化为较短暂的周期8运动，当 ω =

2.606 6时系统由周期 8跳跃为周期 5运动，ω 再增

加系统由周期 5运动进入拟周期运动，随后出现了

周期 2 窗口，然后由周期 2 运动再次进入拟周期

运动。

下面结合 Poncaré截面图对图 3(c)吸引子的转

迁过程进行详细分析。随 ω的增加，系统由拟周期

运动(如图 4(a))退化为周期 4 运动(如图 4(b)、图 4

(c))，后经较短暂的倍化分岔序列进入混沌运动(如

图 4(d))；随 ω 的继续增加，系统混沌运动退化为周

期 5运动(如图 4(e))，随后系统由周期 5运动转迁为

稳定的周期 1运动，当 ω =0.791时系统进入极短暂

的混沌运动，随后退化为周期 9运动(如图 4(f))；ω

再增加，系统由周期 9运动转迁为混沌运动(如图 4

(g))，随后混沌运动退化为周期7运动(如图4(h))；当

ω =0.848时系统出现了周期 17运动，后经极短暂的

(a) f = 1.5分岔图 (b) f = 1.5 TLE谱图 (c) ω ∈[0.65， 0.90]分岔图 (d) ω ∈[2.52，2.62]分岔图

图 3 系统分岔图和TLE谱图

(a) ω= 0.657 (b) ω= 0.658 2 (c) ω= 0.658 85 (d) ω= 0.678

(e) ω= 0.687 (f) ω= 0.80 (g) ω= 0.815 (h) ω= 0.83
图 4 与图3(c)对应的系统庞加莱截面图
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混沌运动退化为周期 1运动。图 3(d)所示的转迁过

程与图3(c)类似，限于篇幅本文没有给出Poncaré截

面图。

由此可见，在参数平面 ω- f 上，当 f =1.5，

ω ∈[0.848， 2.251] 时系统为稳定的周期 1 运动，当

ω< 0.848 或 ω> 2.251时出现了周期运动和周期运

动、周期运动和混沌运动、周期运动和拟周期运动相

交替的现象。

取 μ =0.2，f =3.0计算系统随 ω 变化的单参数

分岔图和相应TLE如图5(a)和图5(b)所示。当 ω较

小时( ω <1.0)系统出现周期运动和混沌运动交替现

象。图5(c)为图5(a)在 ω ∈[0.05， 0.25]时的放大图，

取 ω的值分别为0.06、0.1和0.15计算系统相图和相

应时间历程图，如图6所示。结合图5(c)和图6可以

看出，当 ω <0.2时Ueda振荡电路存在颤振运动，而

且随 ω 的增加颤震逐渐减弱。图 5(a)中，当 ω =

2.503时系统进入混沌运动，随 ω增加系统由混沌运

动经逆倍化分岔序列退化为周期 2运动，随 ω 继续

增加，系统由周期2进入极短暂的混沌运动，随后又

退化为周期 7运动，此后系统在频率 ω 较窄区间内

出现了高周期运动与混沌运动相交替的现象，如图5

(d)所示 (图 5(d)为图 5(a)在 ω ∈[3.8, 4.0] 时的放大

图)。

由此可见，当 f 较大时，系统在 ω =1.5附近为

(a) 分岔图 f = 3.0 (b) TLE图 f = 3.0 (c) ω ∈[0.05，0.25]分岔图 (d) ω ∈[3.8，4.0]分岔图

图 5 系统分岔图和最大Lyapunov指数以及局部放大分岔图

(a) ω= 0.06相图 (b) ω= 0.1相图 (c) ω= 0.15相图

(d) ω= 0.06时间历程图 (e) ω= 0.1时间历程图 (f) ω= 0.15时间历程图

图 6 系统相图和对应时间历程图
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稳定的周期 1运动，当 ω 较大或较小时系统的局部

动力学特性变得很复杂。当 ω <0.2时系统具有一定

的颤震性，这种颤震性随 ω的增加而减弱，系统颤震

出现在低频率和高幅值情况下，这种现象在以前

Ueda电路的研究中鲜有遇见。

3 参数 μ对系统双参数特性的影响

取 μ 的值分别为0.6、1.5、2.0和4.0，数值计算周

期激励Ueda振荡电路系统在参数平面 ω- f 上TLE

分布，如图7所示，对比图1发现随参数 μ的增加，图

中左边区域内的黑色混沌带和分岔曲线以及深灰色

区域面积不断缩小并向下移动，使得系统在参数平

面上混沌运动和拟周期运动的参数范围越来越小，

而稳定周期运动的参数范围不断扩大(图7(a)－图7

(d)左边区域)；图中当 ω 较小时( ω <1.5)，系统在左

上部表现为稳定周期运动，在左下部为拟周期运动，

而在中间系统出现周期运动和混沌运动相交替的现

象。当 ω 较大时( ω >1.5)，如图 7右边区域，对比图

1，黑色混沌带和深灰色拟周期区域不断被浅灰色周

期运动所侵蚀，表明当 ω 较大时，随 μ 增加系统稳

定周期运动的参数范围在扩大，而拟周期运动和混

沌运动的参数范围在缩小，而且在深灰色区域内出

现了许多黑色的离散点，表明系统在该区域内TLE

在不断增加，但系统仍为拟周期运动。

由此可见，在参数平面 ω- f 上，当外激励幅值

f 较小时，系统在 ω 变化的大部分范围内表现为拟

周期运动，随 μ 增加，该拟周期区域面积有所减小；

当 f 较大、ω 较小时系统表现为稳定的周期运动，

该周期运动区域面积随 μ 的增加而不断扩大；当 f

较大、ω较大时系统出现周期运动和混沌运动相交

替的现象，随 μ增加，浅灰色周期区域的面积不断增

大，而黑色混沌区域和深灰色拟周期区域的面积在

不断缩小，系统在该区域的稳定性开始增强。

4 结 语

本文数值计算了典型周期激励Ueda振荡电路

在参数平面 ω- f 上的TLE，得到系统在双参数平面

上不同运动形态的参数区域，结合系统单参数分岔

图和相应的TLE以及庞加莱截面图，对系统各参数

之间的匹配特性进行了分析，更为全面地反映了系

统运动稳定性与各参数之间的关系。

随着 μ 的增加，在整个参数平面上系统稳定周

期运动的参数区域不断扩大，而混沌运动和拟周期

运动的参数区域不断缩小。当 μ 较小，且 ω 在 1.5

附近较小区间内取值时，系统在整个 f 参数范围内

为稳定的周期运动；当 f 较小时，系统在 ω 较大和

较小区域内为拟周期运动；当 f 较大时，系统在 ω

较大和较小区域内出现周期运动和混沌运动相交替

的现象，系统在该区域的局部分岔特性非常复杂。

在一定参数条件下，系统会发生颤振运动，系统

也会出现由拟周期运动经锁相、倍化分岔向混沌运

动转迁的特殊过程，当系统处于拟周期运动时，其相

应最大 Lyapunov 指数在零附近较小范围内扰动。

利用系统在参数平面上最大TLE的分布图来研究非

线性系统具有一定的有效性和可行性，以上研究对

多参数系统在较宽条件下的非线性动力学行为研究

及混沌控制具有参考价值。
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(a) μ = 0.6 (b) μ = 1.5 (c) μ = 2.0 (d) μ = 4.0
图 7 不同参数 μ下系统在参数平面上的TLE分布
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