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高斯激励黏弹性夹层梁的非线性随机响应特性
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摘 要：黏弹性夹层梁的随机振动控制是一个重要的实际问题。基于性能可控黏弹性体的夹层梁具有无需改变结

构设计的可优化性而倍受关注。虽然关于该可控黏弹性夹层梁的振动已有一定研究，但所用的动力学模型在几何或

物理上是线性的，而对于较强激励情况则需要考虑非线性因素。首次考虑该黏弹性体的物理非线性，建立黏弹性夹层

梁及其支承质量系统的非线性运动微分方程，并离散化为多模态耦合的非线性振动方程；对于平稳随机激励，运用统

计线性化法推导等价拟线性系统，并计算系统的随机响应，得到黏弹性夹层梁非线性随机振动的均方位移，及等价的

频响函数和功率谱，用以评价可控黏弹性夹层梁的响应抑制性能。
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Nonlinear Random Response Characteristics of Viscoelastic
Sandwich Beams under Gaussian Excitations
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Abstract : The random vibration control of viscoelastic sandwich beams is an important subject in engineering. The

sandwich beams with property-controllable viscoelastic core are concerned since they can be optimized without structural

change. There are some publications of studies on vibration responses of the controllable viscoelastic sandwich beams.

However, the viscoelastic material dynamics in these studies were described by linear models only. Particularly, the physical

nonlinearity of the viscoelastic core needs to be considered for vibration analysis under strong excitations. In this paper, a

nonlinear dynamic model is employed for describing the viscoelastic constitutive relation. The differential equations of

motion of a viscoelastic sandwich beam with supported mass under stationary random support excitations are derived and

converted into nonlinear multi-mode coupling vibration equations by using the Galerkin method. The equivalent quasi-linear

system is derived by using the statistic linearization method. The random responses such as MS displacement, the equivalent

frequency response function and power spectral density of the nonlinear random vibration are obtained, which are used for

evaluating the vibration suppression efficiency of the viscoelastic sandwich beam.

Key words : vibration and wave; random vibration; nonlinear sandwich beam; statistic linearization; Gaussian

stationary loading; RMS response

梁是一个典型的工程结构，其随机振动控制是

重要的实际问题，采用黏弹性材料构造复合梁是振
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动控制的一个有效措施。关于不可控阻尼夹层梁的

振动抑制已有很多研究 [1–3]。近年来发展了一种磁

控的黏弹性体 [4]，其模量或刚度及损耗因子等可通

过外加磁场调节。该可控的黏弹性体已用于构造复

合梁以抑制振动，它具有无需改变结构设计的可优

化性、及对于较宽激励频带的适应性等优点。关于

该可控黏弹性夹层梁的频响特性、周期振动响应、随

机微振动响应等已有一定研究 [5–10]，但所用的动力

学模型在几何和物理上都是线性的。然而，当作用
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力与变形增大时，该黏弹性体首先表现出物理非线

性 [11]。因此，对于较强激励下黏弹性夹层梁的振动

需要考虑其非线性因素。

高斯随机激励是较为普遍的环境载荷，对于这

类宽频带激励需要考虑黏弹性夹层梁的多模态耦合

振动，而多自由度(特别是高自由度)非线性系统的

随机振动分析仍是目前一个复杂而困难的问题。对

于该黏弹性夹层梁的非线性随机外激振动，统计线

性化法是目前一个主要而有效的分析方法 [12]。随机

振动响应的分析解是评估黏弹性夹层梁振动抑制效

果的依据。

本文考虑可控黏弹性体的物理非线性，研究该

黏弹性夹层梁在随机支座运动激励下的非线性随机

振动响应。先基于黏弹性体的非线性本构关系，按

照复合结构理论，建立黏弹性夹层梁及其支承质量

系统关于纵横位移的非线性耦合运动微分方程；再

根据伽辽金法将该偏微分方程组转化为常微分方程

组，得到关于梁横向位移的多自由度非线性振动方

程；然后根据随机振动理论，运用统计线性化法推导

等价拟线性系统，并计算系统的随机响应，得到黏弹

性夹层梁非线性随机振动的均方位移，同时得到等

价的频响函数和功率谱；最后给出数值结果，说明可

控黏弹性夹层梁的响应抑制性能。

1 非线性黏弹性夹层梁的振动方程

考虑黏弹性夹层梁及其支承集中质量系统，其

结构简图如图1所示。梁长为L，上下两层是弹性材

料，其厚度、弹性模量、密度分别为 h1、E1、ρ1，中间层

是可控黏弹性材料(例如剪切模量可由外部磁场调

节)，其厚度、密度分别为h2、ρ2，其弹性模量相比弹性

层小得多故而不计，剪切模量为G2，处于任意位置的

支承物的单位面积质量为m。夹层梁受随机支座运

动(垂直位移w0)激励，设为高斯平稳过程。

图 1 黏弹性夹层梁及质量系统

对于较强振动，考虑黏弹性体的物理非线性，其

切应力 τ2 与切应变 γ2 的关系表示为 [11]

τ2 =G2γ2 =∑
k = 1

3 [G2kγ2
k + Gck(∂γ2∂t )k] (1)

式中 G2k 和 Gck 是常数，t是时间。

根据多层复合结构理论与梁的基本假设，夹层

梁的上、下层中任意点的纵向(x轴方向)位移 u1与 u3

可分别表示为 [1–3]

u1 = u10 - z1
∂w∂x ， u3 = u30 - z3

∂w∂x (2)

式中 u10 与 u30 分别是上、下层的中性层的纵向(x轴

方向)位移，w是梁的横向(z轴方向)位移，x与 z坐标

如图1所示。由几何关系计算各层中点的纵向正应

变，再由物理关系得到相应正应力为

σ1 =E1(∂u10∂x - z1
∂2w
∂x2 ) ，σ3 =E1(∂u30∂x - z3

∂2w
∂x2 ) (3)

从而由单元体 x方向的平衡可计算上下层的切

应力 τ1 和 τ3 。假设中间黏弹性层的横截面始终保

持平面，利用式(2)计算其切应变，再由式(1)得到相

应切应力为

τ2 =∑
k = 1

3 [G2k(u10 - u30
h2

+
ha

h2
∂w∂x )k +Gck( u̇10 - u̇30

h2
+
ha

h2
∂ẇ∂x )k]

(4)

式中 ha=h1+h2。不计相对较小的梁纵向惯性效应。

基于夹层梁界面间切应力的连续性，可得关于纵向

位移的微分方程

E1h1
∂2u
∂x2 -∑k = 1

3 [G2k(2uh2
+
ha

h2
∂w∂x )k +Gck(2u̇h2

+
ha

h2
∂ẇ∂x )k]= 0

(5)

式中 u=u10=-u30。再基于夹层梁单元 z 方向的动平

衡，可得关于横向位移的运动微分方程

E1h
3
16 ∂4w
∂x4 -E1h

2
1
∂3u
∂x3 -∑k = 1

3 [kG2k∙
(2u
h2

+
ha

h2
∂w∂x )k - 1(2∂u∂x + ha

∂2w
∂x2 )+

kGck(2u̇h2
+
ha

h2
∂ẇ∂x )k - 1(2∂u̇∂x + ha

∂2ẇ
∂x2 )]+

  [ρht +mLδ(x - x0)](ẅ + ẅ0)= 0

(6)

式中 rht=2r1h1+r2h2，x0是集中质量的坐标。式(5)和

(6)组成夹层梁关于纵横位移的非线性耦合运动微

分方程。考虑简支梁，其边界条件为

|w
x=±L/2 = 0 ，

|
|
|∂2w

∂x2 x = ±L/2
= 0 ，

|
|
|∂u∂x x= ±L/2

= 0 (7)

梁纵向与横向振动位移无量纲化的级数解可表

达为

ū =∑
i = 1

n

pi(t)sin(2i - 1)πy
w̄ =∑

i = 1

n

qi(t)cos(2i - 1)πy (8)

式中无量纲坐标与位移分别是 y=x/L，ū =u/ w a，w̄ =

w / w a，w a是支座位移激励幅值，pi、qi是时间函数。

按照伽辽金法，将式(8)代入方程式(5)和式(6)，利用

函数正交性简化，得到关于pi与qi的方程组，略去高

阶小量，消去pi后得到关于qi的常微分方程组，表示

成矩阵形式为

2
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MQ̈ +[C +CN(Q̇Q̇T)]Q̇ + [K +KN(QQT)]Q=F(t) (9)

式中Q=[q1，q2，…，qn]T，M、C、K分别是广义质量、

阻尼和刚度矩阵，CN、KN分别是非线性阻尼和刚度矩

阵，F是广义激励向量，来自式(6)中的惯性力。方程

式(9)描述了黏弹性夹层梁的非线性多模态或多自

由度系统受随机外激的耦合振动。

2 基于统计线性化的随机振动响应

黏弹性夹层梁在随机支座运动激励下的振动为

随机过程。对于受随机外激的多自由度非线性系统

式 (9)，运用统计线性化法 [12]，设其等价拟线性系

统为

MQ̈ +(C +Ceq)Q̇ +(K +Keq)Q=F(t) (10)

式中Ceq、Keq分别是等价线性阻尼和刚度矩阵。根据

式(9)与式(10)左边之差的均方极小，可得关于Ceq与

Keq的代数方程组为

E[(CNQ̇ +KNQ)Q̇T]-CeqE[Q̇Q̇T]-KeqE[QQ̇T]= 0 (11)
E[(CNQ̇ +KNQ)QT]-CeqE[Q̇QT]-KeqE[QQT]= 0 (12)

式中E[×]是期望算子。由式(11)和式(12)解得等价线

性阻尼与刚度，代入式(10)即可确定等价拟线性系

统。对于高斯过程，等价线性阻尼和刚度依赖于系

统式(10)的均方响应。由等价线性系统式(10)可得

等价的频响函数与响应功率谱密度矩阵分别为

H(ω)={K +Keq + jω(C +Ceq)-ω2M}-1 (13)

SQ(ω)=H(ω)SF(ω)H* T(ω) (14)

式中w是振动频率，SF是激励功率谱，*表示复共轭，

j是虚数单位。再利用式(8)可计算黏弹性夹层梁的

频响函数与响应功率谱密度，由此可进一步计算响

应统计量，例如无量纲均方位移为

E[w̄(y)2]=Φ(y)T{∫-∞∞ SQ(ω)dω}Φ(y) ，
Φ(y)=[cos πy, cos 3πy, ⋯, cos(2n - 1)πy]T (15)

考虑随机支座运动激励(无量纲垂直位移 w̄0 )，

由高斯白噪声通过微分系统生成，其平稳功率谱为

Sẅ̄0(ω)=
1 + 4ζ2

g(ω/ωg)2
[1 - (ω/ωg)2]2 + 4ζ2

g(ω/ωg)2 S0 (16)

式中wg、zg是常数，S0是激励强度参数。计算过程如

下：选取均方响应初值，由式(11)和式(12)求解等价

阻尼与刚度，再由式(13)和式(14)计算等价频响函数

与功率谱密度，然后计算均方响应，迭代直至收敛，

最后计算得到夹层梁的均方位移。

3 数值结果

选取黏弹性夹层梁及随机激励的参数为：L=4

m，h1=5 cm，h2=20 cm，ρ1=3 000 kg/m3，ρ2=1 200 kg/m3，

m=80 kg/m2，E1=10 GPa，G21=2.0 MPa，G23=0.02 G21，

Gc1=0.2 MPa×s，Gc3=0.02 Gc1，S0=1.0，wg=23 rad/s，z g=

0.3，wa=1，x0=0，y=0。按照上述方法计算得到数值结

果，如图2－图4所示。

图 2 均方根位移( E[w̄2] )随激励强度(S0)变化（点线：线性振

动；实线：非线性振动；点：数值模拟）

图 3 均方根位移( E[w̄2] )随非线性与线性参数比值(G23/G21

或Gc3/Gc1)变化（点线：变刚度比G23/G21，Gc3=0.02Gc1；

实线：变阻尼比Gc3/Gc1，G23=0.02G21）

图 4 均方根位移( E[w̄2] )随激励强度(S0)变化

（点线：无夹层梁；实线：夹层梁）

图2展示了夹层梁中点的均方根横向位移响应

(无量纲)随随机支座垂直运动激励强度(无量纲)的

变化，其中点线为线性振动情形(G23=0，Gc3=0)的响

应，实线为非线性振动情形的响应，离散点为数值模

拟结果，可见数值模拟方法验证了本文的分析方

法。比较两条曲线知，硬非线性刚度(G23>0)导致黏

弹性夹层梁的非线性随机振动响应低于线性振动响

应，这是由于非线性系统刚度大于相应线性系统所

致，而且非线性与线性随机响应之差随激励强度或

高斯激励黏弹性夹层梁的非线性随机响应特性 3
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振动幅值而增大，因此由于非线性效应实际结构的

大振动响应将低于按线性情形计算的结果。

图3展示了夹层梁中点的均方根横向位移响应

(无量纲)随非线性与线性参数比值的变化，其中点

线为位移响应随非线性与线性刚度比G23/G21的变化

(Gc3=0.02Gc1)，实线为位移响应随非线性与线性阻尼

比Gc3/Gc1的变化(G23=0.02G21)，可见夹层梁的非线性

随机振动响应随非线性刚度或非线性阻尼的增大而

减小，当非线性阻尼增加时振动响应非线性地减小，

非线性阻尼较小时的一定增加对于响应的降低作用

较显著(其他参数相同的情况下)。因此对于一定范

围内性能可控的黏弹性材料(例如阻尼与刚度可由

外部磁场调节)，其夹层梁可无需改变结构设计，仅

通过性能控制即可实现非线性随机振动响应降低的

优化。

图4展示了夹层梁与无夹层梁中点的均方根横

向位移响应(无量纲)随随机支座垂直运动激励强度

(无量纲)的变化，其中点线为无中间黏弹性层情形

的响应，实线为有中间黏弹性层情形的响应(其中参

数如上所述)，可见与无夹层梁相比，黏弹性夹层梁

能够大大降低支座运动激励产生的非线性随机振动

响应。因此黏弹性夹层设计可用于梁等结构受基础

激励的非线性随机振动控制，性能可控的黏弹性材

料为该夹层结构振动控制提供了不改变结构设计的

可优化性、及对于较宽激励频带的适应性。

4 结 语

本文研究了可控黏弹性夹层梁在支座运动激励

下的非线性随机振动响应。考虑黏弹性体的物理非

线性，建立了黏弹性夹层梁及其支承质量系统关于

纵横位移的非线性耦合运动微分方程，根据伽辽金

法导出关于梁横向位移的多自由度非线性振动方

程。然后运用统计线性化法推导出等价拟线性系

统，并计算系统的随机响应，得到了夹层梁非线性随

机振动的均方位移、及等价频响函数和功率谱等。

最后通过数值结果说明了可控黏弹性夹层梁非线性

随机响应的抑制性能、及物理非线性的影响。
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