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基于Persson接触理论的转子轮盘接触刚度的计算
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摘 要：目前对于分布式拉杆转子轮盘接触刚度的研究较多使用的是Hertz接触理论。Hertz接触理论把轮盘间的

接触等效为微观微凸体弹性半球之间的接触过于理想化，不能精确地模拟轮盘接触的实际情况；且Hertz接触理论中

弹性半球接触角大于30 °时计算结果就会出现很大误差。基于Persson接触理论提出一种新的接触模型，优化了分布

式拉杆转子轮盘接触刚度的求解方法。
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Analysis of Rotor Contact Stiffness Based on Persson’s
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Abstract : Most researchers have studied the contact stiffness of rod-fastened rotors by using Hertz contact theory. In

this theory, the contact layer is idealized as several spherical bumps with equal radius of curvature against a rigid flat. It is

not consistent with the actual situation. Besides, when the contact angles of the asperity exceed 30°, which is very common

in real contact condition, the results will include overlarge errors according to the Hertz contact theory. In this paper, a new

contact model based on the Persson’s contact theory was proposed and used for analyzing the contact stiffness of an RFR.

Some accurate results were obtained.

Key words : vibration and wave ; rod-fastened rotors ; theoretical analysis ; contact stiffness ; Persson’s contact theory

重型燃气轮机作为军民两用高科技产品、能源

工业发展的重大核心装备，广泛应用于航空、舰船、

发电和化工等领域。分布式拉杆转子系统是重燃气

轮机的主要组成部分，也是关键部分。对于分布式

拉杆转子轮盘接触刚度的研究，国内学者使用较多

的是Hertz接触理论 [1]。Hertz接触理论在轮盘表面
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微凸体发生小变形（接触区域圆心角小于30 °）的情

况下能够得到较为准确的解；但是当转子轮盘表面

微凸体接触区迅速扩大，接触区域圆心角接近或超

过 30 °时Hertz接触理论所得出的结论就会偏离实

验数据，不再适用。本文应用一种新的接触理论－

Persson接触理论 [2，3]，解决了在微凸体大变形情况

下轮盘接触刚度的求解问题。

1 单个微凸体接触刚度计算

11..11 单个微凸体接触刚度计算

Persson接触理论假设：

（1）忽略接触区径向位移和切向位移的相互

作用；
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（2）接触区的径向位移和法向最大变形量的关

系满足刚体接触几何条件。

图1为Persson接触理论几何示意图。令变形前

两表面上对应点为 S1(R1,ϕ1) 和 S2(R2,ϕ2) ，式中定义

R1 和 R2 为相对主曲率半径，我们取凸曲面的曲率半

径为正，并用负号描述凹曲率，且 R-1 =R-1
1 +R-1

2 ，如

果物体没有变形，则他们的轮廓将如图虚线所示那

样重叠起来。

（a）（b）

图 1 Persson接触理论几何示意图

如果变形后 S1和 S2 在接触面内重合，则有

(R2 + ūz2) -(R1 + ūz1) =(ΔR + δ)cosϕ （1）

整理后可得

ūz2 - ūz1 = δ cosϕ -ΔR(1 - cosϕ) （2）

引入无量纲载荷参数 E∗
1ΔR/Q 、第一材料参数

η =E∗
1 /E∗

2 、第二材料参数 λ =(1 - υ∗
1) -η(1 - υ∗

2) ，其中

E∗
1、E∗

2、υ∗
1 和 υ∗

2 分别为修正的弹性模量和泊松比。

并且定义如下的近似变量

y = tan(ϕ/2),b = tan(ε/2)
k = π2

2(1 +η) -λ
1 +η ,α = 1 -η

1 +η ,β = λ2(1 +η)
根据弹性力学和平衡条件就可以得出

E∗ΔR
p

= (α - 1)[ln(b2 + 1)+ 2b4] + 2
π(1 +α) - 4β

π(1 +α) （3）

如果两种材料相同，即 α = 0,β = 0 ，则：

E∗ΔR
p

= 2 -[ln(b2 + 1)+ 2b4]
π(1 + b2)b2 （4）

由于物体相互协调接触，可得接触压缩量与接

触弧之间的关系

cos(ε) = ΔRΔR + δ
代入式（4）可得

p = πE∗ΔR( δ2ΔR + δ + 1) δ2ΔR + δ
2 -[ln( δ2ΔR + δ + 1)+ 2( δ2ΔR + δ )2]

（5）

由于式（5）过于复杂，对其求导以及后续计算比

较困难，现对其进行如下化简。

首先对分母中的对数进行多项式替代，得

p = 2πE∗ΔRδ(ΔR + δ)
4ΔR2 + 2ΔRδ - 3δ2 （6）

令 Y(δ) = δ(ΔR + δ)
4ΔR2 + 2ΔRδ - 3δ2 ，对其进行多项式拟合，

整理得出微凸体顶部球体接触压力公式为

P = 2πE∗ΔR(bδ2 + cδ) （7）

1.2 基于Persson接触理论的接触模型

对于分布式拉杆转子轮盘接触面间的接触，从

微观角度来看就是由无数多个微观的微凸体在发生

接触。工程上通常使用接触表面的统计学参数来表

征接触面的接触情况。这是经过大多数工程表面的

测试得出的结果，因此本文计算采用正态分布理论

分析接触面上的微凸体分布，分布函数为

ϕ(z) = 1
σ 2π e

(z - μ)2
2σ2

其中 σ是微凸体分布的标准差，μ 是微凸体分布的

期望值。

基于 Persson 接触理论，提出一种新的接触模

型：此接触模型中把轮盘面间的接触等效为一个具

有一定个数刚性微凸体层与一个弹性平面之间的接

触，如图（2）所示。

图 2 转子轮盘接触层等效示意图

当轮盘上的长螺栓组总的预紧力为 P 时，轮盘

面间总的接触载荷也就等于长螺栓组的总拉紧力，

根据上述推导的轮盘接触面间的接触载荷为

P = 2πNE∗R∫h'∞(b∗δ2 + c∗δ) 1
2π e

- h2
2 dh （8）

式中 N 为接触面微凸体数目，R 为刚性半球半径，

h' 为拉紧力作用下发生接触微凸体高度，δ = h - h' 。
当 轮 盘 总 的 名 义 接 触 面 积 为 Anom 时 ，

N = ρAnom ，ρ为轮盘上微凸体分布密度。

此时，式（8）接触压力可以表示成

P = 2πρAnomE
∗R∫h'∞(b∗δ2 + c∗δ) 1

2π e
- h2
2 dh （9）

上式等号两边同除以 Anom ，可以得出单位名义

接触面积上的应力

Pc = 2πρE∗R∫h'∞（b∗δ2 + c∗δ） 1
2π e

- h2
2 dh （10）

由单位名义接触面积上的接触应力计算公式

（10）可以得出轮盘总拉紧力随着接触间距变化曲

线，如图3所示。

14
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由图可以看出虽然在整个轮盘间隙范围内 Pc

随 δ 的变化呈非线性变化，但是当长螺杆的预紧力

为某一特定值的时候，即 δ 在某一特定值周围变化

时，Pc 随 δ的变化可以近似认为是线性的。

图 3 单位名义接触面积上的接触刚度变化

对于分布式拉杆转子轮盘接触层，可以把接触

层等效为均布弹簧，这个均布弹簧的刚度即为 Pc ，

对 δ求导，有

kc = - dPcdδ = 2π ρE∗R∫h'∞(2b∗δ + c∗)e- h
2
2 dh （11）

若已知长螺杆的预紧力以及轮盘表面的接触参

数，则可根据式（11）解出相应的轮盘接触层的接触

刚度。

1.3 轮盘接触层等效接触刚度公式

对于一个给定的接触表面，名义接触面上单位

接触面积的接触刚度 kc 是名义接触压力 P 的函

数。而接触面等效接触刚度 Kfc 可以表示为

Kfc = ∬Akcy
2dA，这里 A是接触面上的接触面积。

图 4为转子轮盘部件的示意图，令转子轮盘中

性 面 上 触 层 的 厚 度 为 d0 ，其 他 部 位 的 厚 度

为 d = d0 + yθ 。

图 4 转子轮盘弯曲示意图

记 τ = y/R ，则上式可以表示为

Kfc = ∫-11 ∫d0 + τRθ
∞

q(z,τ)e- z22 τ2 1 - τ2 dzdτ （12）

其中

q(z,τ) = 2
σ

2π ρE∗R4[2b（z - d0 - τRθ） + c]
2 转子轮盘接触面等效接触刚度计算

等效接触刚度公式（12）表明，分布式拉杆转子

轮盘间的等效接触刚度是转子拉杆的总拉紧力和轮

盘倾角的非线性函数。本文通过数值法求解转子轮

盘间的等效接触刚度，分析轮盘间等效接触刚度随

总拉紧力和倾角变化的规律。

以通用电气F级PG 9351（FA）周向拉杆转子燃

气轮机的压气机轮盘为例，研究转子轮盘间等效接

触刚度随总拉紧力的变化规律。压气机转子通用轮

盘盘面呈环面，环面上均布 8个螺栓孔。轮盘示意

图如图5所示，轮盘尺寸如表1所示。

图 5 转子典型轮盘简化示意图

表 1 简化转子轮盘参数表

名称

内环直径

外环直径

拉杆孔直径

轮盘厚度

值

60

120

15

10

单位

mm

mm

mm

mm

由于螺栓孔的尺寸和轮盘面的尺寸相比非常

小，故在计算过程中忽略螺栓孔面积的影响 [4]。本

文中轮盘面的粗糙度参数，可以根据文献[5]中的实

验统计参数来定。本文轮盘表面粗糙度参数参照文

献[4]确定。文献[4]中使用一种表面形貌测量仪

（Surface Test Sj-201P），根据国际标准 428-1997完成

测试统计。测试的粗糙度参数如表2。

表 2 转子轮盘粗糙度统计学参数

名称

微凸体半径

微凸体分布密度

微凸体分布标准差

值

11.785

7.15×108

1.57

单位

μm

1/m2

μm

轮盘拉杆总拉紧力、轮盘倾角以及接触面分离

尺寸等非线性参数是轮盘等效接触刚度的主要影响

因素。由于转子实际工作过程中轮盘发生分离的情

况较少，本文分析中未考虑轮盘面分离状态。分析

轮盘接触刚度随拉杆总拉紧力变化的趋势时，分别

取接触面倾角 θ = 1 × 10-7 rad和 θ = 1 × 10-2 rad。

图6为转子轮盘等效接触刚度随拉杆受到的总

拉紧力的变化规律。等效接触刚度的总体变化趋势

随着拉杆总拉紧力增加而增加。当拉杆的总拉紧力

相对较小(<3×106 N)时，等效接触刚度增加比较快，

基于Persson接触理论的转子轮盘接触刚度的计算 15
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图 6 等效弯曲刚度随拉杆总拉紧力变化图

且近似呈线性增长；随着拉杆总拉紧力继续增加(>

3×106 N)，等效接触刚度的增加趋势趋于平缓。

图7是转子轮盘等效接触刚度随轮盘倾角的变

化规律。由图7(a)可以看出，在轮盘倾角较小(<10-2rad)

的时候，轮盘的等效接触刚度几乎为定值5.2×107N·

mm/rad，当轮盘倾角较大(>10-2rad)时，轮盘等效接触

刚度随着轮盘倾角近似呈指数形式增长。

图 7 轮盘接触刚度随轮盘倾角变化图

将基于 Persson 接触理论的基础模型与基于

Hertz基础理论的接触模型作对比，如图 7(b)所示。

从图中可以看出，当轮盘倾角较大（>10- 2 rad）时，

Persson接触模型对轮盘倾角的变化更为敏感。

3 结 语

分布式拉杆转子轮盘等效接触刚度是影响整个

转子系统的重要因素。本文从微观角度出发，建立

基于 Persson接触理论的转子轮盘等效接触刚度求

解模型。对于此模型，通过求解计算可得：

（1）转子轮盘等效接触刚度随拉紧力变化规律

为：轮盘倾角一定时，转子轮盘等效接触刚度随拉杆

拉紧力增加而增加；拉杆拉紧力较小时，轮盘等效接

触刚度随拉紧力增长较快，且近似呈线性增长；拉杆

拉紧力较大时，等效接触刚度随拉紧力增长较缓慢；

（2）转子轮盘等效接触刚度随轮盘倾角变化规

律为：当轮盘倾角非常小时，基于Persson理论的模

型和Hertz接触模型计算所得结果相似；当转子轮盘

倾角较大时，轮盘等效接触刚度随着轮盘倾角增长

较快，近似呈指数形式增长；

（3）与Hertz接触模型相比，基于Persson接触理

论的接触模型在转子轮盘倾角较大，轮盘上微凸体

发生较大变形时对轮盘倾角变化较为敏感。

综上，对于分布式拉杆转子系统，当拉杆总拉紧

力较大，轮盘上微凸体变形较大时基于Persson接触

理论的接触模型可以获得比Hertz接触模型更加精

确的结果。
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