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摘 要：基于多尺度渐进均匀化理论，建立手性结构瓦的等效弹性常数计算方法。给出多尺度均匀化方法的详细推

导过程，通过对比二维手性结构瓦基于所获得的等效弹性常数振动传递结果和详细手性结构建模的计算结果，验证该方

法的正确性。利用得到的弹性常数计算某加筋板敷设手性结构瓦的水下辐射声压，该计算结果和试验结果量级基本一

致。这表明多尺度渐进均匀化得到的等效弹性常数能够用于实艇敷设手性结构瓦的隔声计算，具有一定的工程应用

价值。
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Abstract : Based on the multi-scale asymptotic homogenization theory, the equivalent elastic constants algorithm for the

chiral layer coating was established. The detailed deduction of the multi-scale asymptotic homogenization method was given.

Numerical results were presented to validate the method by comparing the vibration transmission results for a planar chiral

layer coating with those calculated by modeling the detailed chiral structure. The proposed method was then employed to

calculate the acoustic radiation of a stiffened plate covered by the chiral layer coating. It is demonstrated that the results by

employing the equivalent constants algorithm based on the multi- scale asymptotic homogenization theory have a good

agreement with the experimental results. The multi-scale asymptotic homogenization method is an effective method which can

be applied to evaluate the acoustic performance of chiral layer coating.
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工程中，需要对实艇敷设声学覆盖层后的声学

效果进行预报。但是由于实船/实艇结构尺度较大，

敷设声学覆盖层的面积大，而在计算时，由于实船的

尺度和覆盖层的尺度相差较大，若对实船和覆盖层

同时进行网格划分来模拟，则计算代价较大。在所

关注的频段内，声学性能取决于所表现出来的宏观

声学和力学参数，这为采用等效化方法对实艇敷设

声学覆盖层的声学性能进行预报提供了可行性。
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在材料的均匀化研究方面，Hassani和Hinton [1, 2]

给出等效化基础理论，分析等效化理论在不同周期

结构中的应用，推导出不同周期结构的等效化有限

元计算公式。邱克鹏等 [3]应用二次及多步均匀化方

法计算蜂窝夹层板的整体等效弹性参数，表明三维

均匀化方法的有效性。王飞等 [4]基于均匀化和有限

元理论推导出二维周期结构的均匀化有限元格式，

研究蜂窝结构的等效化弹性参数并和已有的理论结

果进行比较。孙士平和赖余东 [5]基于均匀化理论分

析不同蜂窝尺寸对夹芯板性能的影响。

本文基于多尺度渐进均匀化理论，建立手性周

期结构瓦二维等效弹性常数的计算方法，并通过多

种手段对等效结果的有效性进行验证。
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1 理论模型的建立

手性结构瓦满足周期性均匀分布条件，其结构

和单胞如图 1所示。细观尺度的单胞结构和宏观尺

度的手性瓦数量级差异极大。单胞结构与宏观尺度

比较而言是极小量，在宏观 x尺度，材料的特征函数

振荡剧烈；在细观 y 尺度，材料的特征函数变化平

缓。引入 ε连接细观和宏观尺度：ε × y = x。

图 1 手性周期结构瓦及其单胞结构

以具有周期单元结构Y的复合材料为例，假设

在空间坐标系 x处存在单胞Ω，边界为 S，分别受体

力 f和面力 t作用。考虑线弹性范围内虚位移方程

∫ΩDijkl

∂uε
k∂vi∂xl∂xj

dΩ = ∫Ω fi vidΩ + ∫ΩSti vidS (1)

式中uε为宏观尺度下真实位移，v是满足边界条件的

任意虚位移。uε利用渐进均匀化理论展开得

uε = u0(x,y) + εu1(x,y) + ε2u2(x,y) + ... (2)

对任意材料特征函数 g = g(x,y) = g(x,x/ε)两边微

分，则 ∂∂xi =
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观察方程(3)和(1)的形式，可知

∂u0
k∂yl
∂vi∂yj

= 0 (4)

∂u0
k∂yl
∂vi∂xj

+ æ
è
çç

ö

ø
÷÷

∂u0
k∂xl +

∂u1
k∂yl

∂vi∂yj

= 0 (5)

∫ΩDijkl

ì
í
î

ï

ï

ü
ý
þ

ï

ï

é

ë
êê

ù

û
úú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

∂u0
k∂xl +

∂u1
k∂yl

∂vi∂xj

+ æ
è
çç

ö

ø
÷÷

∂u1
k∂xl +

∂u2
k∂yl

∂vi∂yj

dΩ =

∫Ω fi vidΩ + ∫Sti vidS
(6)

对于Y-periodic的函数g(y)，当 ε→0时存在
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假定方程曲线充分光滑，当 ε→0 积分存在

可得
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对 方 程 (10) 利 用 散 度 定 理 ，可 得
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考虑到v的任意性
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由此可知u0与细观尺度无关，则u0(x,y)=u0(x)，即
uε仅是宏观坐标x的函数，方程(2)可转化为

uε = u0(x) + εu1(x,y) + ε2u2(x,y) + ... (13)
考虑到v的任意性，对方程(3)，假设v=v(y)
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分别假设v=v(x)和 v=v(y)，方程转化为
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由方程(13)可见u0描述了材料宏观尺度的位移；

由方程(16)可见u1描述了细观尺度的位移；方程(13)
说明了u1与u0之间的直接函数关系，引入

∫Y Dijpq

∂χ kl
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dY = ∫Y Dijpq
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dY (18)

χ kl
p 是广义位移，具有周期性特征，连接宏观尺

度与微观尺度，是细观结构的 1阶位移场；上标 k、l
表示宏观坐标方向，下标 p表示微观坐标方向；χ kl

p

表示宏观k-l方向变形后，细观p方向的变形

u1
i = -χ kl

i (x,y)∂u
0
k(x)∂xl (19)
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将方程(19)代入方程(16)得
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方程(1)和方程(18)的形式一致。由对应项相
等得
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根据上述过程可知，求解等效刚度矩阵 DH
ijkl ，首

先要求解 χkl 。对方程(8)和方程(21)，以二维问题为

例，i, j,k, l,p,q = 1,2 ，当k=l=1时，方程(8)为
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当 i=j=1及 i=j=2时，方程(21)分别转化为
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对方程(22)进行化简
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设 v = [ ]v1,v2 T
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式24化简为

∫Y εT(v)Dε(χ11)dY = ∫Y εT(v)d1dY (25)

引入有限元法节点形函数来描述单胞结构

ε(v) = Lv = LNε( n
i = 1Av) =B( n

i = 1Av)
ε(χ11) = Lχ11 = LNε( n

i = 1Aχ
11) =B( n

i = 1Aχ
11)

式中A表示n个节点按节点顺序的集合。式(25)为
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对方程(23)进行化简
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合并方程(28)、(29)、(30)、(31)、(34)得
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位移函数必须在单元内连续，在相邻两单元的

公共边界上协调。如图 2所示，单胞结构坐标的对

应边界点上，广义位移必满足周期性边界条件

χ kl
p (y 0

1 ,y2) = χ kl
p (y 0

1 + Y,y2) (36)

χ kl
p (y1 ,y 0

2) = χ kl
p (y1,y 0

2 + Y) (37)

图 2 矩形瓦的单胞模型

对于二维问题，将(36)、(37)代入方程(34)，即可

由方程(35)求得周期结构的等效力学参数。

2 数值算例

2.1 矩形瓦等效化模型求解及验证

为验证所建立的等效化方法正确性，将理论计
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算的结果和已有文献中的结果进行对比。分析对象

如图 2所示，单胞尺寸 1 m×1 m，方孔 0.4 m×0.6 m，

材料参数：D11=30，D22=30，D12=D66=10。根据上述方

法，建立单胞的有限元模型，提取单元信息和节点坐

标信息，利用MATLAB数学工具编写均匀化理论程

序，计算结构的等效力学参数，得到等效弹性模量：

D11=13.014 8，D22=17.552 3，D66=2.784 9，D12=3.241 0，

和文献 [2] 中的计算结果吻合（ Table1 ： D11=

12.820 ，D22=17.407 ，D66=2.634 ，D12=3.124 ）(单

位为N/m2)。

2.2 手性瓦等效化模型求解及验证

利用有限元软件ANSYS建立手性结构瓦单胞

模型，划分网格，如图 3所示。根据渐进均匀化理

论，可计算出手性结构等效化力学参数：D11=3.191 4×

106，D12=1.320 8×106，D21=1.320 8×106，D22=3.105 7×

106，D66=8.282 9×105(单位为 N/m2)。由此得等效化

后的材料参数

E1 =D11 - 2 ×D12 ×D12
D22

= 2.068 0 × 106 N/m2，

E2 =D22 - D22 ×D2
12

D11 ×D22 -D2
12

= 2.442 3 × 106 N/m2，

E3 =E 0.131 2 × 10-3

235.818 7 × 10-6 = 2.781 8 × 106 N/m2，

v12 = D12
D22

= 0.425 3，v21 = D21
D22

= 0.425 3，
υ23 = 0.48 ，υ13 = 0.48 ，G12 = 8.507 7 × 105 N/m2，

G23 = 9.397 9 × 105 N/m2，G13 = 6.865 × 105 N/m2。

图 3 手性结构抗冲瓦的单胞结构

为验证等效参数的有效性，建立空气中二维加

筋板敷设手性结构瓦的动力学模型。将得到的等效

参数代入等效模型计算声辐射，并与实际结构的计

算结果进行比较。模型及等效模型如图 4所示。等

效瓦模型中，没有内部结构，材料参数采用各向异性

的等效材料参数代入。手性结构瓦芯层材料参数

为：弹性模量 5×109 Pa，泊松比 0.48，密度 1 100 kg/

m3。瓦的湿表面材料参数为：弹性模量 1×109 Pa，泊

松比0.48，密度1 430 kg/m3。加筋板材料参数为：弹

性模量2.1×1011 Pa，泊松比0.3，密度7 850 kg/m3。加

筋板几何参数为：长 0.8 m，加筋板厚 3 mm，手性瓦

厚度为5 cm，瓦湿表面面板厚度为6 mm。在加筋板

图 4 敷设手性结构瓦和等效瓦的加筋板模型

上 X=0 m、0.25 m、0.55 m 和 0.8 m 处约束 UX 和 UY

方向位移，在X=0.45 m处施加Y方向单位力。

图5是手性结构瓦等效瓦模型和手性结构瓦二

维模型在空气中的声辐射功率曲线图。可见，低频

4 Hz～0.5 kHz内两者吻合较好；在 0.5 k Hz～2.5 k

Hz和 3 kHz～4 kHz内，趋势一致且幅值大致相同；

在 2.5 kHz～3 kHz 内趋势大致相同但幅值相差较

大。等效化模型的共振峰值点少于实际结构的幅值

点，说明等效化减少了原结构的固有模态。

图 5 手性瓦和等效瓦的敷瓦板声辐射功率级曲线

2.3 敷设手性结构瓦的加筋板水下声学性能计算

下面对一敷设手性结构瓦的加筋板声学性能进

行计算。加筋板几何尺寸如图 6所示，面板被两个

横向以及两个纵向加强筋所约束 [6]。

图 6 加筋板尺寸示意图

图 7是敷设手性结构瓦水中声辐射的三维有限

元模型。建立该模型时手性结构瓦采用等效瓦

处理。

图 8是0～4 kHz内敷设手性结构瓦加筋板水下

声辐射声压的计算值和实验值 [7]的曲线。可见，计

算值和实验值的变化趋势相同，数值方面有一定的

差距，但可以基本反映辐射声压的大小。手性结构
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图 7 敷设手性结构瓦的加筋板ANSYS有限元模型

瓦内部振动复杂，存在复杂的阻尼机制，在ANSYS

计算中采用的阻尼值比实际值低，这是计算值和实

验值在峰值处有差别的原因所在。

图 8 敷设手性结构瓦加筋板某场点水下辐射声压比较

3 结 语

通过研究，可以得到以下结论：

(1) 所建立的手性结构瓦等效化模型能够较好

地模拟实际手性结构瓦的振动特性，能用于实艇敷

设手性结构瓦后的声学性能计算；

(2) 为了更好地模拟实际手性结构，需要进一步

考虑手性结构瓦的阻尼效果；

(3) 多尺度渐进均匀化理论可以对其它具有周

期结构性质的覆盖层进行分析。
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（1）运用Lyapunov稳定性定理对混合隔振系统

的稳定性进行判断，并结合仿真分析的结果可知磁

悬浮混合隔振系统具有良好的稳定性；

（2）运用谐波平衡法对建立的运动微分方程进

行解析，得到不同参数下非线性微分方程的频响曲

线及其变化规律；

（3）运用Simulink软件对系统模型进行仿真分

析，得到不同时间范围不同隔振状态下系统的功率

谱图，可知主动隔振在低频处的隔振效果明显优于

被动隔振，但位移非线性项的影响会使得主动隔振

在倍频处产生附加能量。
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