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波传播方法在任意边界杆梁结构振动中的应用
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摘 要：采用波传播方法对任意边界杆梁结构的振动特性进行了研究。并且通过设置边界弹簧系数为零或无穷大

可以得到所有的传统边界条件。杆梁位移被表示为包含波数的波传播形式。得到了一个由不同支撑和连接刚度边界

的三跨梁结果，并且与文献进行了比较。同时，设计了一个被人为断开成两段刚性耦合的悬臂杆梁模型，及一个直角

耦合两端固支杆梁模型。通过与ANSYS模型所得结果的对比验证了方法的正确性。
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Application of Wave Propagation Method to Vibration Analysis
of Rod-and-Beam Structures with Arbitrary Boundary Conditions
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Abstract : Wave propagation method was used for vibration analysis of rod-and-beam structures with arbitrary bound-

ary conditions. In this method, all the conventional boundary conditions of the structures can be included by setting the stiff-

ness of the boundary springs to be infinity or zero. The displacements of rods and beams can be expressed in the wave propa-

gation form including wave numbers. A three-span beam with different supporting conditions and connecting stiffness was

analyzed with this method and the results were compared with those shown in published literatures. Meanwhile, two addi-

tional models were presented. One was a cantilever beam divided into two rigidly connected beams. The other was a right-an-

gle rod-and-beam combined structure. The results were compared with those obtained from ANSYS software. The correct-

ness of this method was verified.
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梁结构在工程结构中被广泛应用，也引起了众

多学者对其振动特性的研究。文献[1]—文献[5]对

各种多跨的，轴向不均匀的以及任意边界的梁结构，

进行了固有及动态特性研究。文献[6]—文献[7]提

出了一种改进型傅里叶展开级数，描述了梁的位移

形式，研究了任意支撑及连接边界的单一、多跨梁结

构的振动特性。方法新颖，但其理论推导过于繁琐；

文献[8]采用此方法分析了轴系的横向振动特性。

文献[9]采用传播、反射及透射波的波传播方法分析
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了两跨不均匀梁的结构特性。文献[10]采用波传播

方法分析研究了两端固支轴向运动梁的横向振动，

指出波传播方法能从物理角度解释轴向运动梁的振

动本质。

采用文献[11]—文献[13]所采用的波传播方法，

将杆梁位移写成波传播形式，代入控制微分方程之

后得到波数与圆频率之间的关系，并回代回位移形

式，然后求解满足边界及耦合条件的杆梁模型结果。

1 控制方程及位移形式

基于欧拉—伯努利理论的梁的控制微分方程为

EI
∂4w(x, t)
∂x4 + ρA∂2w(x, t)

∂t2 = 0 (1)

杆的控制微分方程为
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EA
∂2u(x, t)
∂x2 - ρA∂2u(x, t)

∂t2 = 0 (2)

其中 w ，u ，E ，I ，A，ρ分别为梁的横向位移，杆的

纵向位移，弹性模量，惯性矩，截面积，密度。

将梁的位移形式表示为

w(x, t) = Awejkwxejωt
(3)

其中 Aw ，kw ，ω分别为振幅，波数，圆频率。将式(3)

代入式(1)，可得

EIkw
4 - ρAω2 = 0 (4)

式(4)的根即梁的波数，可得：

kw1 = -( )ρAω2 EI
1 4

，kw2 = j( )ρAω2 EI
1 4

，

kw3 = ( )ρAω2 EI
1 4

，kw4 = -j( )ρAω2 EI
1 4

。

此时，解的形式可以写为

w(x, t) =∑
s = 1

4
Awsejkwsxejωt

(5)

同理，将杆的位移形式表示为

u(x, t) = Auejkuxejωt
(6)

将式(6)代入式(2)，可得

EAku
2 - ρAω2 = 0 (7)

式(7)的根即杆的波数，可得

ku1 = -( )ρAω2 EA
1 2

，ku2 = ( )ρAω2 EA
1 2

。

此时，解的形式可以写为

u(x, t) =∑
s = 1

2
Ausejkusxejωt

(8)

2 边界条件及求解

2.1 多跨梁结构的耦合条件

如图1所示的多跨梁结构模型。 ki, j 和 Ki, j 分别

是梁 i和 j之间连接处的线性和扭转弹簧系数；k͂i0 ，

k͂i1 ，K͂i0 ，K͂i1 分别是梁 i左右两端的线性和扭转弹簧

系数。N为梁段数。

图 1 多跨梁结构模型

其任意边界条件为：

在 xi = 0处(式中简略时间变量 t)，

ki, i - 1(wi(0)-wi - 1(Li - 1)) + k͂i0wi(0)= -EiIiwi(0)''' (9)

Ki, i - 1(wi(0)' -wi - 1(Li - 1)') + K͂i0wi(0)' =EiIiwi(0)'' (10)

在 xi = Li 处，

ki, i + 1(wi(Li) -wi + 1(0))+ k͂i1wi(Li) =EiIiwi(Li)''' (11)

Ki, i + 1(wi(Li)' -wi + 1(0)') + K͂i1wi(Li)' = -EiIiwi(Li)'' (12)

在第一段梁的左端

k͂10w1(0)= -E1I1w1(0)''' (13)

K͂10w1(0)' =E1I1w1(0)'' (14)

在第N段梁的右端

k͂N1wN(LN) =EN INwN(LN)''' (15)

K͂N1wN(LN)' = -EN INwN(LN)'' (16)

将式(5)代入边界条件式(9)-式(16)，可以整理得

到一个关于解的幅值的矩阵形式的方程

BX = 0 (17)

其中

X = [ ]A11⋯A14 ⋯ Ai1⋯Ai4 ⋯ AN1⋯AN4
T
。

其有非零解的条件为： ||B = 0 ，即可得多跨梁结

构的固有频率。

2.2 杆梁结构的耦合条件

如图 2 所示的杆梁耦合结构模型。 kw0 ，kw1 ，
ku0 ，ku1 分别是左右两端线性弹簧系数，下标w和 u

分别表示横向和纵向；K0 ，K1 分别是左右两端的扭

转弹簧系数。 θ 为两段梁的夹角，横向和纵向位移

会在两段梁之间耦合。

图 2 杆梁耦合结构模型

其边界条件为：

在第一段梁 x = 0处
kw0w1(0)= -E1I1w1(0)''' (18)

K0w1(0)' =E1I1w1(0)'' (19)

ku0u1(0)=E1A1u1(0)' (20)

在第二段梁 x = L2 处
kw1w2(L2) =E2I2w2(L2)''' (21)

K1w2(L2)' = -E2I2w2(L2)'' (22)

ku1u2(L2) = -E2A2u2(L2)' (23)

如图3所示，在其连接处，其位移与力的连续协

调条件为

u1(L1) = u2(0)sin θ +w2(0)cos θ (24)

w1(L1) =w2(0)sin θ - u2(0)cos θ (25)

∂w1(L1) ∂x = ∂w2(0) ∂x (26)
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图 3 位移、力和力矩示意图

Q1(L1) =Q2(0)sin θ -N2(0)cos θ (27)

N1(L1) =N2(0)sin θ +Q2(0)cos θ (28)

M1(L1) =M2(0) (29)

其中 M =EIw(x)'' , Q =EIw(x)''' , N =EAu(x)' 。
将式 (5)和式 (8)代入式 (18)—式 (23)以及式

(24)—式(30)共12个边界条件方程，可以整理写成矩

阵形式的特征方程如下

BX = 0 (30)

其中

X = [ ]A1,w1 ⋯ A1,w4 A1,u1 A1,u2 A2,w1 ⋯ A2,w4 A2,u1 A2,u2
T
。

其有非零解的条件为： ||B = 0 ，即可得耦合结构

的固有频率。

3 结果与分析

3.1 三跨梁结构

首先引用文献 [7]中的三跨梁模型作为算例，其

梁段、支撑和连接参数见表1和表2。

从表2梁1支撑参数可以看出，其左端弹簧系数

模拟的是固支边界，同时可以看出梁 3右端为简支

边界。梁段之间为弹性连接。在MATLAB软件中

编程计算，表3为本文结果与文献结果对比，结果吻

合很好。

表 1 梁段参数

变量

长度/m

截面积/m2

惯性矩/kgm2

弹性模量/pa

密度/(kg/m2)

梁 1

1.0

5×10-5

1×10-10

2.07×1011

7 800

梁 2

1.5

1.5×10-5

5 ×10-11

2.07 ×1011

7 800

梁 3

2.1

5×10-5

1 ×10-10

2.07 ×1011

7 800

表 2 支撑和连接参数

支撑参数/(N/m)

梁1

k 10=1 E10

k 11=5 000

K 10=1 E10

K 11=2 000

梁2

k 20=4 000

k 21=4 000

K 20=1 000

K 21=1 000

梁3

k 30=5 000

k 31=1 E10

K 30=2 000

K 31=0

连接参数

k 12=1 000

k 23=1 000

K 12=200

K 23=300

表 3 前10阶频率对比

阶数

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

固有频率/Hz

式(17)

4.368 96

13.654 1

13.846 6

21.689 8

26.701 6

34.336 2

42.117 3

46.904 7

58.155 4

62.473 2

文献[7]

4.367 5

13.646

13.848

21.689

26.697

34.325

42.116

46.903

58.149

62.467

偏差/(%)

0.033 5

0.059 0

-0.009 8

0.003 7

0.017 2

0.032 8

0.003 2

0.003 7

0.010 9

0.010 0

3.2 悬臂梁结构

如图 4所示的悬臂梁模型。梁段总长为 1.5，将

其人为断开为 1:0.5的两段刚性耦合的梁。耦合角

度取为 90°。梁段取为圆形截面，直径为 0.01，密度

和弹性模量分别取 7 850和 2.1 ×1011。左边界弹簧

刚度取为无穷大模拟刚性固支，本文数值取为 1×

1010，右边弹簧刚度取为零模拟自由边界。

图 4 悬臂梁模型

表 4为本文结果与ANSYS软件所得结果的对

比。ANSYS 中采用 Beam 3 单元，自由划分网格。

通过ANSYS振型看出第 1阶—10阶为单一横向固

有频率，第11和19阶为纵向固有频率。虽然横纵振

动在线性直梁模型中没有耦合，本文方法也能准确

的计算出固有频率。

3.3 直角杆梁结构

如图 5所示的直角杆梁模型。两段梁均长 0.5，

梁段参数同3.2节，耦合角度为0°。左右边界弹簧刚

度均取为无穷大模拟固支边界，本文数值取为 1×

1010。表 5为本文结果与ANSYS结果的对比，可见

也吻合得很好。
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表 4 与ANSYS结果对比

阶数

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

19

固有频率/Hz

式(31)

3.216 5

20.166

56.438

110.59

182.81

273.08

381.49

507.86

652.22

814.71

861.19

2 583.4

ANSYS

3.215 9

20.153

56.425

110.56

182.75

272.97

381.21

507.49

651.80

814.16

862.13

2 588.8

图 5 直角杆梁模型

表 5 与ANSYS结果对比

阶数

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

固有频率/Hz

式(31)

127.01

184.46

411.89

509.29

860.71

1 002.1

1 476.5

1 669.2

-

2290.9

ANSYS

126.86

183.94

410.56

505.77

854.71

987.09

1 455.5

1 615.1

2 181.8

2 271.7

4 结 语

采用波传播方法研究了多跨梁、耦合杆梁结构

的固有振动特性。将杆梁位移形式写成波传播形

式，代入控制微分方程之后可以求得波数与结构固

有频率之间的关系，最后求解满足边界条件的波数

方程即可求得固有频率。与文献及有限元方法的对

比验证了本文方法的准确性。而在求解耦合杆梁结

构时出现的漏根现象，还有待进一步研究。
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