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参数激励下带横向振动不稳定特性实测与计算
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摘 要：以发动机前端附件驱动系统中两相邻轮带段为研究对象，将带简化成轴向运动的粘弹性弦线，建立轴向运

动弦线在张力和带速的参数激励下的非线性动力学方程；采用Galerkin方法将非线性运动偏微分方程离散为一组常微

分方程，并用摄动法计算引起带横向振动不稳定特性的主/次谐共振频率范围。介绍发动机前端附件驱动系统中轮的

角速度和带横向振动的实验装置和测试方法，识别出引起带横向振动不稳定特性的参数激励频率范围，带横向振动不

稳定特性的共振频率范围计算值与实验值具有较好的一致性。实验结果表明带参数激励下横向振动的不稳定特性主

要发生在带的次谐共振频率范围内；带段伸缩张力幅值越大，带在参数激励下横向振动的主/次谐共振频率范围就越

大。
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Abstract : The serpentine belt between two adjacent pulleys in an engine’s Front End Accessory Drive (FEAD) system

is simplified as an axially moving viscoelastic string. Nonlinear dynamical equation is established for investigating the

stability of the axially moving string subjected to parametric excitation resulted from tension and translation- speed

oscillations. Galerkin method is used to discrete the nonlinear partial differential equations into a group of ordinary

differential equations. Perturbation method is used for calculating the primary and secondary instability frequencies of the

belt’s transverse vibration. An experiment was carried out for getting the angular velocity of the pulleys and the vibration of

the belt in the FEAD system, and the parametric excitation frequencies of the belt’s transverse vibration were identified. The

parametric excitation frequencies in the experiment agreed well with those of calculated results. Experiment results show

that the instability of belt’s transverse vibration occurs in the regions of belt’s secondary resonant frequencies. When the

tensile force of the belt increases, the regions of belt primary and secondary resonant frequencies under the parametric

excitation also increase greatly.
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带的横向振动是汽车发动机前端附件驱动

(FEAD)系统的主要动态特性之一 [1，2]。在带的伸缩

张力和带速的参数激励下，带的横向振动会表现出

较强的不稳定特性 [3—6]，即带的横向振动位移较大。

带的横向振动位移过大，会产生较大的噪声并缩短
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皮带使用寿命。为此，带横向振动在参数激励下的

不稳定特性已成为学者们重要的研究内容 [7—9]。

在带张力波动的激励下，Mockenstrum等人 [7]建

立了轴向运动弦线运动方程；推导出皮带横向振动

主谐共振频率范围的解析表达式。Pakdemirli等人[8]

研究了在带速波动的激励下，轴向加速运动弦线横

向振动的稳定边界条件。以上两文献均基于单频率

成分的参数激励，而在汽发动机FEAD系统中，带的

参数激励频率受发动机点火频率以及各带轮负载扭

矩力的影响，皮带的张力波动以及带速的波动均是

多频率成分。Parker等人 [9]在文献 [7、8]的研究基础

上，将皮带看成轴向运动弦/梁模型，基于计算模型

研究在多频率成分带伸缩张力和带速激励下，皮带

横向振动的不稳定特性。

采用Galerkin离散方法，将轴向运动弦线方程

转化为在参数激励(带的张力波动和带的稳态速度)

下的非线性动力学方程；采用摄动法得到带横向振

动的主/次谐共振频率的计算模型。介绍了 FEAD

系统动特性的实验装置、带轮角速度和带段横向位

移的测试方法；以FEAD系统中最紧边带段为测试

对象，识别出引起带横向振动不稳定特性的参数激

励主/次谐共振频率范围。

1 数学模型

1.1 轴向运动弦线模型

FEAD系统中，两旋转中心位置固定的轮之间

轴向运动弦线的运动方程 [10]

ρA(VTT + cTVX + 2cVTX + c2VXX) -(Ps +Pd)VXX = 0 (1)

其中 ρA为带的线密度；V 为带的横向位移；角下标

‘ T ’、‘ X ’分别表示对时间和带纵向位置的偏导；c

为带的速度；Ps 为带的静态张力；Pd为动态张力

Pd(T) = EA
L
é
ë

ù
û

U(L,T) -U(0,T) + 12 ∫0LV 2
XdX (2)

其 中 EA 为 带 的 纵 向 刚 度 ；L 为 带 段 长 度 ；

U(L,T)、U(0,T) 分别为带段 L 两端点的纵向位移。

为简化计算模型，对式(2)中相关参数进行无量纲转

化

x,v,u = (X,V,U) L, t = T Ps ρAL2 ,γ = c Ps ρA

ζ = EA Ps,ωi = ρAL2 Ps Ωi (3)

方程(1)的无量纲化后的方程为

vtt + 2γvtx + γtvx -(1 - γ2)vxx - ...
ζé
ë

ù
û

u(1, t) - u(0, t) + 12 ∫01v2
xdx vxx = 0 (4)

其中带的张力波动为

ζ[ ]u(1, t) - u(0, t) =∑
i = 1

k

εicos(wit + θi) (5)

带速的波动为

γ = γ0 +∑
i = 1

k'

ε'
icos(w'

i t + θ'
i) (6)

相对于带纵向伸缩引起带的张力波动，可以忽

略带横向位移即方程 (4)中积分项对带张力的影

响。将式(5)和(6)带入方程(4)中，并假设带的轴向运

动速度为常数 γ0 ，得到轴向运动弦线无量纲运动方

程为

vtt + 2γ0vtx -(1 - γ2
0)vxx -∑

i = 1

k

εicos(wit + θi)vxx = 0 (7)

将方程(7)写成状态方程的形式

AWt +BW -∑
i = 1

k

εicos(wit + θi)EW = 0 (8)

其中

A = é
ë
ê

ù
û
ú

1 00 -(1 - γ2
0)∙∂2 ∂x2 ，E = é

ë
ê

ù
û
ú

1 ∂2 ∂x2

0 0
B = é

ë
ê

ù

û
ú

2γ0∙∂ ∂x -(1 - γ2
0)∙∂2 ∂x2

(1 - γ2
0)∙∂2 ∂x2 0 ，W = é

ë
ê
ù
û
ú
vt
v

(9)

1.2 带的主/次谐共振频率的计算模型

采用Galerkin离散的方法，设方程(8)中带的横

向振动响应的表达式为

W = ξn(t)Φn(x) + ξ̄n(t)Φ̄n(x) = 2 Re[ξn(t)Φn(x)] (10)

其中Φn 为特性向量。在轴向运动弦线模型中，非参

数激励下基于Galerkin法得到的特性向量 Φn 的表

达式 [11]

Φn = é
ë
ê

ù
û
ú

jωnψn

ψn

= é
ë
ê

ù
û
ú

λnψn

ψn

(11)

其中

ψn = e
jnπγ0x (nπ 1 - γ2

0 ),ωn = nπ(1 - γ2
0) (12)

将式(12)带入方程(8)中，得到

ξ̇n - jωn ξn -
é
ë
ê

ù
û
úε∑

i = 1

k

ficos(ωi + θi) (ξnEnn + ξ̄nEn̄n) = 0,n = 1,2,∙∙∙. (13)

其中，

Enm = EΦn,Φm ,En̄m = EΦ̄n,Φm ,Ēnm = - -- -- -- ----- --
EΦn,Φm 。

带横向振动位移随时间的变化，以及固有频率

用摄动法展开，即

ξn = p0 + εp1 + ε2 p2,ωn = ῶn + εr1 + ε2r2, (14)

将式(14)带入方程(13)中，得到

ṗ0 - jῶn p0 = 0 (15)

ṗ1 - jῶn p1 = jr1 p0 + é
ë
ê

ù
û
ú∑

i = 1

k

ficos(ωi + θi) [ ]p0Enn + p̄0En̄n (16)

参数激励下带横向振动不稳定特性实测与计算 13



第34卷噪 声 与 振 动 控 制

ṗ2 - jῶn p2 = jr1 p1 + jr2 p0 +
é
ë
ê

ù
û
ú∑

i = 1

k

ficos(ωi + θi) [ ]p1Enn + p̄1En̄n

(17)

式(15)的周期解为

p0 = aeiῶnt (18)

将式(18)带入式(16)中, 得到

ṗ1 - jῶn p1 = jr1aeiῶnt +∑
i = 1

k fi2 {aEnn[ej[(ωi + ῶn)t + θi] + ...
]e

-j[(ωi - ῶn)t + θi] + āEn̄n[ej[(ωi - ῶn)t + θi] + }]e
-j[(ωi + ῶn)t + θi]

(19)

式(19)中唯一的久期项是 jr1aeiῶnt 。当激励频率接近

2ωn 时，又出现了其它的久期项，系统的周期响应解

要求消去久期项，则有

jr1a + fl2 āEn̄ne
jθl = 0 (20)

由式(20)得到

jr1 = ± fl2 ||En̄n (21)

将式(21)代入式(17)中，得到参数激励下带的主

谐共振频率范围计算式

ωl = 2ωn ± εl ||En̄n - ||En̄n

2é

ë
ê

ù

û
ú-∑

i = 1, i≠ l

k

ε2
i

2ωn

ω2
i - 4ω2

n

+ ε2
l8ωn

(22)

由式(10)、式(11)和式(13)得到

En̄n =(1 - e-2jnπγ0)/(4γ0),Enn = jnπ(1 + γ2
0)/2 (23)

由式(19)可见，jr1aeiῶnt 中的 r1 为零，且任意激励

频率 ωl 接近 ωn 时，式(19)将会出现久期项。消除式

(22)中的久期项，得到参数激励下带主谐共振频率

范围为

ωl =ωn ± ε2
l

ωn

Im(Enn) ||En̄n - ||En̄n

2

é

ë
ê

ù

û
ú-∑

i = 1, i≠ l

k

ε2
i

ωn

ω2
i - 4ω2

n

+ ε2
l3ωn

(24)

由式(22)和式(23)可见，带的参数不稳定激励频

率与带段张力波动的相位无关。参数激励的频率若

是带的某1阶固有频率的两倍将会引起带的主谐共

振，若与带的某 1阶固有频率相等将会引起带的次

谐共振。这两种参数激励频率下，都会引起带在参

数激励下的不稳定特性。

2 实验部分

2.1 实验装置

测试对象为直列四缸 1.8 t发动机 FEAD系统。

该系统由多楔带连接曲轴( CS )、空调压缩机( AC )、

惰轮 1( IDL1 )、交流电机( ALT )、动力转向泵( PS )、

惰轮 2( IDL2 )、水泵( WP )和张紧器( TEN )共 8个带

轮组成。多楔带的型号为 6PK型。采用德国Rotec

数采系统采集信号和分析数据。FEAD系统实物图

和传感器连接示意图分别见图 1和图 2 [12]。

角度编码器3.6° 等角度采样，用于测量 CS、AC
的角速度。激光位移传感器采样频率为 12.5 kHz，

用于测量最紧边或最长边带段中点的横向位移。激

光位移传感器应垂直于皮带布置，且距离皮带的有

效测量距离为15 mm～30 mm。

图 1 FEAD系统测试现场

图 2 FEAD系统传感器的布置示意图

测试前，应启动发动机试运行几分钟，以确保测

试过程中皮带的参数特性基本一致。停机后，用皮

带张力计测定带段L1的静态张力，取三次测试张力

的平均值。发动机转速从 1 000 r/min 匀加速到 5

500 r/min(约 30 s)，作为 FEAD 系统的动态测试工

况。

2.2 数据处理

假设带与轮之间不打滑；带以准静态方式伸缩；

忽略各轮包角处带蠕变的影响。角度编码器对信号

是等角度采样，经Rotec分析软件得到带轮角位移和

角速度并不是等时间间隔的数据。可采用线性差分

法将各带轮角位移或角速度换算成等时间间隔的数

据 [13]。角位移等时间间隔重采样原理见图3(角速度

重采样原理与之类似)。

14
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设 θ1(t)、θ2(t)分别是 CS 和 AC等时间间隔点处

的角位移(单位：rad)，θ̇1(t)、θ̇2(t)分别是 CS和 AC等

时间间隔点处的角速度(单位：rad/s)。带段L1的伸

缩长度为

Δl(t) = θ1(t) - θ2(t) =∑
i = 1

k Εicos(2πfit + θi) (25)

带段L1的纵向速度为

c(t) = c0 + Δc = c0 + θ̇1(t)∙R1 - θ̇2(t)∙R2 =
c0 +∑

i = 1

k' Ε'
icos(2πf '

i t + θ'
i) (26)

(‘∙’为等角度采样的角位移；‘ ∗’等时间重采样的角位移)

图 3 角位移等时间间隔重采样示意图

3 结果分析

用张力计测定带段L1的静态张力为550 N。由

式 wn = nπ(1 - γ2
0)计算得到无量纲化后带的一阶固有

频率 ω1 为 2.67 rad(约 140 Hz)。考虑到本实验对象

为一台 4缸发动机，二阶为曲轴带轮旋转运动的主

阶次，选取曲轴转速为4 200 r/min时作为研究工况。

实验得到带段L1中点横向振动位移随曲轴转

速变化关系见图4，其横向振动位移瀑布图见图5。

图 4 带段L1中点的横向振动位移随转速的变化关系

由图 4 可见，曲轴转速在 1 000 r/min～1 500 r/

min范围内，皮带的横向振动位移较大，这主要是由

于激励幅值较大所引起的。随着转速的增加，带段

L1中点的横向振动位移在 4 200 r/min附近出现了

较大值，位移幅值达到 6 mm。结合图 5 看出，在

4 200 r/min附近，带段L1中点的横向振动不稳定的

图 5 带横向振动位移的瀑布图

参数激励频率范围为130 Hz～160 Hz。

发动机转速在4 200 r/min时，由式(25)计算出带

段L1伸缩长度主要的阶次项的幅值和频率，忽略伸

缩长度幅值较小的其它阶次项影响。由于带纵向速

度的波动相对于张力波动对带的横向振动影响较

小，可忽略带速波动的影响，假设带速为一常数 c0
(由曲轴转速和曲轴带轮半径确定)。带参数激励下

的共振频率计算模型中的相关参数见表1、表2和表

3。

表 1 轮的相关参数

带轮

CS轮
AC轮

旋转中心坐标/mm

(0，0)

(229，- 42)

半径/mm

68.5

55.5

表 2 多楔带的相关参数

参数

数值

弹性模量 E/MPa
4.8×103

截面积/m2

79.15×10-6

线密度/(kg/m)

0.091

表 3 实验得到的相关参数

参数

数值

Ε1 /mm

2.21

f1 /Hz

140

Ε2 /mm

0.83

f2 /mm

70

由计算模型得到带横向振动不稳定的参数激励

频率随带段张力幅值变化的关系曲线见图 6。其中

‘ ∗’是对应发动机转速为 4 200 r/min时，实验得到

带在参数激励下无量纲化的共振频率范围。

由图 6可见，带的主谐共振频率范围要明显比

次谐共振频率范围大；张力波动幅值越大，带的主/

次谐共振频率范围也越大。4 200 r/min时，实验得

到带在参数激励下的共振频率范围(图 6中‘ ∗’)刚

好在次谐共振频率范围内，且共振频率范围的计算

值与实验值基本一致。由于FEAD系统中，带张力

波动的频率值一般小于带一阶固有频率的两倍，因

参数激励下带横向振动不稳定特性实测与计算 15
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(
γ0 = 0.3875, ε1 = 0.654, ε2 = 0.158，
ω1 = 2.631 rad, ω2 = 0.5ω1 = 1.3155 rad )

图 6 参数激励下带的主、次谐共振频率范围

此，带的不稳定参数激励一般不会引起带的主谐共

振。

4 结 语

文中采用Galerkin离散方法和摄动法，建立了

参数激励下，带横向振动不稳定特性的主/次谐共振

频率的计算模型。实验识别出了在张力波动和带速

的参数激励下，带横向振动的不稳定特性以及参数

激励下共振频率范围。得到以下相关结论：

(1) 对于轴向运动的带，在参数激励频率为带的

某一阶固有频率两倍和一倍时，将分别出现带横向

振动的主谐共振和次谐共振现象。主谐共振频率范

围要比次谐共振频率范围大；

(2) 汽车前端附件驱动(FEAD)系统中，带在参

数激励下的横向振动不稳定特性容易发生在曲轴转

速较高的时候，而且主要出现在次谐共振频率范围

内；

(3) 实验验证了带在参数激励下的横向振动不

稳定特性的次谐共振频率的计算模型。该计算模型

为FEAD系统的前期设计，包括带轮位置布置、带段

的静态张力等设计提供参考。
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