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摘 要：主动控制结构主要运用于包括振动、声学、转子动力学的一些工程项目中。对于各种主动结构，其控制律

显然是最能反映主动结构动力学特征的参数。在对相关参数进行了初步的探讨后，得到了在单点控制单点反馈条件

下，对其反馈信号类型及其反馈增益的辨识公式。该方法由频响函数直接构造，其表达简洁，具有一定的工程实用价

值。通过实例的数值计算也证实了该方法的正确性。
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Control Law Identification of Active StructuresControl Law Identification of Active Structures
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AbstractAbstract : Active structures are applied mainly in the engineering objects which include vibroacoustics, rotor dynamics,

or active control. The control law is the key parameter which can reflect the dynamic characteristics of the active structures.

In this paper, the control law of the active structures is discussed. A formula for identifying the type of feedback signal and

its gain value is obtained under single control and single feedback conditions. The method is constructed by using the

frequency response function (FRF) directly. In addition, the expression of the identification method is simple and convenient

for engineering application. The result of numerical simulation of an example supports the validity of this method.
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承受闭环控制载荷的结构称为“主动结构”；仅

承受开环载荷的结构称为“被动结构”。构成闭环控

制荷载的控制律可以是认为施加的，例如各种目的

的主动控制 [1—3]，也可以是由环境因素造成的，例如

桥梁风振 [4, 5]和机床切削颤振 [6]等。对每类主动结

构都有特定的问题研究，例如飞机的颤振问题主要

分析失稳速度，桥梁设计要避免产生自激振动。

Preumont在《Vibration Control of Active Structures》[7]

中论述的主动结构，主要以智能材料在振动控制中

的应用为主。Wyckaert [8]讨论分析了振动声学中的

非对称模型方程与模态分析所满足的互易律之间的
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关联，并对其模型的有效性进行了验证。Adhikari [9]

将经典的模态分析进行扩展，使之适用于非对称非

保守系统。将非保守系统的左右特征向量用与之对

应的保守系统的左右特征向量的线性组合表示。将

伽辽金最小误差方法和纽曼展开法结合起来，计算

上述线性组合的复常量系数。Mirzaeifar等 [10]为计

算含有不同特征值的主动结构的特征值和特征向量

导数提出了一种新方法。Ouyang [11]对刚度矩阵非

对称的主动结构的特征根问题进行了研究Ouisse [12]

提出一种使复模态适应于非自伴随系统的方法，并

进一步将该方法应用于对振动方程系数矩阵的辨

识。张景绘 [13]进行了一系列主动结构的理论及实验

研究。盛严 [14]对于主动杆系结构的模态分析问题进

行了初步的探讨。

为了深刻地认识主动结构，就一定要研究主动

结构的控制律。本文明晰了控制律所涉及的范畴，

并针对某一特定的范畴的控制律的辨识，进行了理

论推导，得到了一个简单有效的辨识公式。并通过
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仿真和实验对所得的公式进行了验证，证明其正确

性。

11 控制律

对于单自由度主动结构，控制律只涉及反馈信

号的类型以及反馈增益的大小。然而，对于多自由

度离散系统的主动结构中，构成“控制律”模型的要

素包括：为作动器提供反馈信号的参考点的位置与

数量、作动器施加激励点的位置与数量、描述每个作

动器输入输出关系的微分方程或传递函数模型及其

参数。

本文的控制律辨识的情形是：对于单点控制单

点反馈的主动结构，在作动器和反馈信号参考点的

位置已知的情况下，对其控制反馈信号的种类及其

增益大小进行辨识。

22 辨识原理

22..11 控制律与频响函数的关系

在所有的主动结构中，线性主动结构是一种最

简单的理想系统。考察多自由度系统：

[ ]M { }ẍ + [ ]C { }ẋ + [ ]K { }x ={ }f +{ }f̄ (1)

[ ]M 、[ ]C 、[ ]K 分别为质量、阻尼及刚度矩阵，

{ }f (t) 与 { }f̄ (t) 分别定义为开环和闭环载荷。其中：

{ }f̄ (t) = [ ]P { }ẍ(t) + [ ]D { }ẋ(t) + [ ]S { }x(t) (2a)

[ ]P 、[ ]D 、[ ]S 分别为闭环荷载加速度项、速度项

及位移项的系数矩阵，闭环荷载亦可表述为如下形

式

f̄r(t) =∑
i = 1

n

Prq ẍq(t) +∑
i = 1

n

Drq ẋq(t) +∑
i = 1

n

Srq xq(t) (2b)

由公式(2b)可知：施加在任意自由度上的闭环

控制力，均可表达为所有测点上的位移，速度以及加

速度响应的线性组合。将独立的作动器连接到被控

制测点，按照设计要求把测得的位移、速度和加速度

响应进行的相应的线性组合，进而获得激振力，即可

实现这种系统。把（2a）代入（1）式，可得

[ ]M͂ { }ẍ( )t + [ ]C͂ { }ẋ( )t + [ ]K͂ { }x( )t ={ }f ( )t (3)

其中 [ ]M͂ = [ ]M -P 、[ ]C͂ = [ ]C -D 、[ ]K͂ = [ ]K - S 。而

[ ]P 、[ ]D 和 [ ]S 是根据控制目标人为构建的反馈增益

系数矩阵，其定义域仅受其是否物理可实现的约束。

从上述结论可知，一般来说，主动结构的系数矩

阵不再对称，且同时需要判定系统的稳定性。主动

结构的系数矩阵的非对称性会导致主动结构频响函

数矩阵对称性的破坏，还会使得主动结构的左右特

征向量的差异。在主动结构的实验模态分析与参数

辨识领域，本文将限于结构的稳定区域内进行研究。

不失一般性，时域方程(1)在 r点测量p点控制的

情况下，主动结构的频域方程为

( )[ ]K -ω2[ ]M + jω[ ]C X( )ω =
F( )ω + ( )[ ]Spr -ω2[ ]Ppr + jω[ ]Dpr X( )ω

(4)

设反馈增益函数为

b( )ω = -( )Δkpr -ω2Δmpr + jωΔcpr (5)

其中 Δkpr ，Δmpr 和 Δcpr 分别为刚度矩阵、质量矩阵

及阻尼矩阵的第 p行，第 r列的改变值，也就是所要

求的反馈增益系数。

令位置分配矢量

{ }up
n × 1 ={ }0 ⋯ 0 1 0 ⋯ 0 T

{ }vr n × 1 ={ }0 ⋯ 0 1 0 ⋯ 0 T

其中 { }up 的第 p个元素为 1，其余元素为 0 ，{ }vr 的

第 r 个元素为 1，其余元素为 0 。那么 { }up { }vr
T
为

n × n 阶矩阵，其中第 p 行，第 r 列的元素为 1，其余

元素为 0。
则 [ ]Spr -ω2[ ]Ppr + jω[ ]Dpr = -b( )ω { }up { }vr

T

式(4)可进一步变成如下形式

( )[ ]K -ω2[ ]M + jω[ ]C + b( )ω { }up { }vr
T

X( )ω =F( )ω
(6)

则主动结构的频响函数可表达为如下形式

[ ]H͂(ω) =
( )[ ]K -ω2[ ]M + jω[ ]C + b( )ω { }up { }vr

T -1 (7)

由Sherman–Morrison公式[15]

( )[ ]A + b{ }u { }v T -1 =
[ ]A -1 - b

1 + b{ }v T[ ]A -1{ }u
[ ]A -1{ }u { }v T[ ]A -1 (8)

则可以推出主动结构的频响矩阵与原被动结构

的频响矩阵之间存在如下关系

[ ]H͂(ω) =

[ ]H(ω) - b( )ω [ ]H(ω) { }up { }vr
T[ ]H(ω)

1 + b( )ω { }v r

T[ ]H(ω) { }up

(9)

为了进一步得到主动结构的频响函数与原被动

结构的频响函数的关系，在式(9)左右两端同时左乘

{ }vm
T
，右 乘 { }un ，由 于 { }vm

T[ ]H(ω) { }un =Hmn ，

{ }vm
T[ ]H͂(ω) { }un = H͂mn ，整理可得

H͂mn( )ω =
Hmn( )ω + bHmn( )ω Hrp( )ω - bHmp( )ω Hrn( )ω

1 + bHrp( )ω
(10)

将上式中的 m 、n 互换，可知主动结构频响函
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数矩阵的对称性已经被破坏。

22..22 基本辨识表达式

令 m = r ，式(10)可以化为如下形式

H͂rn( )ω = Hrn( )ω
1 + b( )ω Hrp( )ω

(11)

从式(24)可以推导出控制增益的表达式为

b( )ω = Hrn( )ω
H͂rn( )ω Hrp( )ω

- 1
Hrp( )ω

(12)

同理，令 n = p，式(10)可以化为如下形式

b( )ω = Hmp( )ω
H͂mp( )ω Hrp( )ω

- 1
Hrp( )ω

(13)

特殊地，令 m = r ，n = p，则式(10)可以化为如下

形式

H͂rp( )ω = Hrp( )ω
1 + b( )ω Hrp( )ω

(14)

从式(14)可以推导出控制增益的表达式为

b( )ω = 1
H͂rp( )ω

- 1
Hrp( )ω

(15)

从以上推导式可见：

(1) 观察式(5)与式(15)中函数的下标可以看出，

所用频响函数的下标与待求的原系数矩阵被改变元

素的位置的下标具有对称性；

(2) 由式(5)及式(15)可知，为了求得 b( )ω 中的增

益系数 Δkpr ，Δcpr 及 Δmpr ，只需 H͂rp( )ω 和 Hrp( )ω 取

两个同频率点的值，即可求得 Δkpr ，Δcpr 及 Δmpr 。

在实际实验中，由于实验存在误差，所以，取尽可能

多的点应用最小二乘法来求得增益系数。

公式(12) 、(13) 和(15)都可用于辨识系统的反馈

增益，公式(15)是所有表达中最为简洁的。然而，在

获取结构的频响函数的时候，由于机械系统的几何

构型，整体的工艺要求，现场的测试条件等诸多原

因，很多时候，有一些点的频响函数是很难获得的。

此时，就要结合现场的实际情况，选取合适的公式进

行辨识。对于下面的数值算例来说，不存在上述问

题，处于验证算法的正确性的目的，下面将选取相对

比较简单的式 (15)进行主动结构的控制律的辨识。

33 数值算例

构建如图 1所示的弹簧—质量—阻尼系统，然

后从m 5取信号，施加于m 2，反馈的加速度，速度和

位移的信号分别为 - 1，- 2 000，- 0.5，形成主动结

构。原被动结构及相应的主动结构的刚度矩阵，质

量矩阵及阻尼矩阵分别为：

由第2节可知，为了得到原系数矩阵第2行，第5

图 1 六自由度弹簧—质量—阻尼系统

列的变化量，即控制律，需要获得原被动结构的频

响H52 及相应的主动结构的频响 H͂52 。

K =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
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e4
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ê
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ê
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9 -2 -3 0 0 0-2 4 0 -2 0 0-3 0 7 -2 0 -20 -2 -2 6 -2 00 0 0 -2 4 -20 0 -2 0 -2 7

e-1

仿真中，H52 及 H͂52 的对数频响幅值图如图2所

示。

将 b( )ω = -( )Δkpr + jωΔcpr -ω2Δmpr 带入式 (15)

中，每一对被动频响 H52 及主动频响 H͂52 的对应点都

可以组成一个待解方程，但在实际应用时，为了保证

了数值计算的稳定，取尽可能多的频响函数点，运用

最小二乘原理将矛盾方程转化为定解方程，就可计

算 Δkpr ，Δcpr 及 Δmpr 。

图 2 被动结构和主动结构的频响

应用上述方法辨识得到阻尼、质量及刚度阵对

应 位 置 的 改 变 量 分 别 为 Δc25 = -4.999 × 10-1 ，

Δm25 = -1.000 × 100 ，Δk25 = -2.000 × 103 ，与所施加的

控制律相吻合。
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44 结 语

(1) 本文对单自由度以及多自由主动结构的控

制律进行了简扼的阐述，提出了辨识主动结构的控

制律的问题的关键点和难点所在；

(2) 对于单点控制单点反馈的主动结构，在已知

控制点和反馈点的位置关系的条件下，可利用主被

动结构的频响函数对主动结构的控制律进行辨识，

辨识的控制律内容包括：反馈信号的类型，即加速

度、速度和位移反馈，各种类型的反馈信号的增益

等；

(3) 该方法有以下三方面的优势 1)不需重构主

动结构与原被动结构的质量、刚度和阻尼矩阵；2)避

免对频响函数矩阵直接求逆；3)直接利用实验测得

的主被动频响函数的对应点进行拟合，省掉对频响

函数曲线进行拟合的步骤，进而消除了曲线拟合过

程中所带来的误差。

本文为更复杂的控制律辨识问题，如控制点与

反馈点未知的情况以及多点控制多点反馈的情形，

提供了可予借鉴的观点。
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