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Volterra小波变换最优阈值的混沌去噪方法

位秀雷，林瑞霖，刘树勇，杨爱波

（海军工程大学 动力工程学院，武汉 430033）

摘 要：针对混沌信号小波去噪中难以确定最优阈值的问题，提出一种Volterra小波变换最优阈值的判定方法。利

用小波变换将混沌信号分解，对不同尺度下的小波信号设定浮动因子以调节阈值大小，最后根据混沌序列Volterra自

适应预测的相对误差选取最优阈值。利用该方法对不同维度的Lorenz混沌时间序列进行了去噪研究，结果表明所提

方法是有效的。
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Chaotic Signal Denoising Based on Optimal Threshold of VolterraChaotic Signal Denoising Based on Optimal Threshold of Volterra
and Wavelet Transformsand Wavelet Transforms
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AbstractAbstract : How to determine the optimal threshold of chaotic signal based on wavelet transform is an important topic in

chaotic identification. In this paper, a method for choosing the optimal threshold based on Volterra and wavelet transform is

proposed. The chaotic signal is decomposed by wavelet transform. Then, a floating parameter is set to regulate the threshold

of the wavelet signal in different scales according to the prediction error of the chaotic time series from the Volterra adaptive

prediction. Denoising for chaotic time series generated by Lorenz system is simulated and the result is compared with those

of the other methods. It is shown that the proposed method is effective.
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混沌信号是一种由确定性系统产生的非周期有

界信号，在时域中显示出类似噪声的特点，在频域里

表现出宽带的特征，这些特征使其在工程实践中有

广阔的应用前景 [1]。但由于混沌信号具有功率谱宽

带性和类噪声性，其频带与混迭的其他信号的频带

往往部分或者全部重叠，因而在实际应用中采用传

统的线性滤波和频谱方法很难将其分开。近年来混

沌降噪方法的研究愈来愈受到重视。常用的混沌信

号去噪方法如局部投影法 [2]和奇异谱分析法 [3]，但

这些方法在计算过程中需要进行大量的矩阵计算，

而且算法中涉及混沌参数如嵌入维数、邻域半径的

确定等，导致噪声背景下的计算难度较大，因而受到
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一定的限制。小波阈值降噪法 [4]计算简单且有分析

信号局部特征的能力，但是涉及到的阈值选取比较

困难，常用的阈值方法有广义阈值法 [4]及其改进算

法 [5]，随后韩敏等人又提出了一种阈值决策方法选

取阈值 [6]，刘艳霞 [7]等人兼顾软、硬阈值函数的优

点，改进了阈值去噪方法。这些方法对阈值选取提

供了很好的参考，但是选取的阈值并不是在各个尺

度下小波信号的最优阈值，不能实现最优滤波。

Volterra级数 [8]是一种泛函数，在满足输入信号

能量有限的条件下，大多数非线性系统都可以用

Volterra级数逼近到任意准确程度。基于Volterra的

非线性刻画能力和小波的多分辨分析特性 [9]，建立

小波—Volterra去噪模型，根据混沌序列Volterra自

适应预测的相对误差大小选取最优阈值，能最大限

度保留各个尺度下的有用信息，改善滤波效果。利

用该模型对不同维度的Lorenz混沌时间序列进行了

去噪研究，结果表明所提方法能非常有效滤除混沌

信号中的噪声。
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11 小波——VolterraVolterra去噪

假设含噪信号 x(t) = s(t) +ω(t) ，其中 ω(t) 为噪声

信号，去噪的目的是从 x(t) 中恢复 s(t) 。对信号 x(t)
进行二进制离散小波变换 [4]

WT2k(τ) = x(t)*ψ2k,τ(t) = 2-k/2∫
R

x(t)- -- -- -----
ψ( t - τ2k )dt （1）

对 ∀f (t) ∈ L2(R)有关系式

A f 2 ≤∑
k ∈Z

||WT2k(τ)
2
≤B f 2

(2)

说明二进制小波WT2k(τ) 构成了 L2(R) 的一个框

架，故它的小波逆变换公式存在。

二进制小波重建公式为：

f (t) =∑
k ∈Z
∫
R

WT2k(τ)ψ2k,τ(t)dτ （3）

小波变换可以确定函数奇异点的位置和奇异性

指数，Mallat等人已经证明，信号奇异性与 Lipshitz

指数 α间关系在二进小波时有

log[ ]||W2k f (t) ≤ log2k + jα （4）

式中 k 为常数，j 为二进尺度。式（4）指出，当

Lipshitz指数 α≥0 时，小波变换模极大值的幅度随

尺度增大而增大；当 Lipshitz指数 α≤0 时，小波变

换模极大值的幅度随尺度的增大而减小。由于信号

在其奇异点处得奇异指数 α一般都大于零，而噪声

具有负的奇异指数。因此，当小波变换尺度参数变

化时，对混叠在一起的信号和噪声会产生不同的作

用效果，可由小波变换模极大值点的衰减来判别信

号小波尺度范围的取舍，再通过设定阈值对小波系

数进行量化处理，最后对信号进行重构便可以达到

降低噪声的目的。

显然，在小波去噪中，阈值的选取是一个关键问

题，它直接影响着去噪效果。阈值选取过高，会过多

地将信号当作噪声去掉；阈值选取过低,则保留的噪

声信号过多，影响信号的进一步分析。传统的广义

阈值去噪方法大都根据噪声能量估计信号信噪比来

确定阈值大小，估计过程有一定的误差，其改进的阈

值方法也是定量的逼近最优阈值，在小波分解的各

个尺度上和最优阈值还有一定的偏差，尚不能实现

最优滤波。为了使选取的阈值在各个尺度下都具有

最佳的去噪效果，本文提出一种改进阈值方法：

ti =σ 2 log(N) / ln(μi j + 1) （5）

其中 j为小波分解尺度，ti为响应尺度的阈值，N为信

号长度，μi为相应尺度调节因子，μi ∈( 0: 0.01: n )，步长

为 0.01，n 为正常数，σ 为信号在最高尺度上的方

差。

同时，利用 2阶Volterra自适应滤波器构造预测

混沌时间序列的非线性预测模型，对不同信噪比的

混沌信号预测得到相对预测误差和信噪比的关系如

图1所示，可以看出信噪比大于10，相对误差Perr接

近于 0；信噪比小于 - 50时，相对误差也趋近平缓。

因此可利用混沌序列Volterra自适应预测效果作为

（5）式中的调节因子 μi 的选择依据，从而调节各个

尺度阈值大小，即预测相对误差Perr最小值所对应

的阈值即为各尺度小波信号的最优阈值。

图 1 信号信噪比和预测相对误差关系

相对误差定义为

Peer =∑
k = 1

Np

é
ë

ù
û

x
∧ (k) - x(k) 2 ∑

k = 1

Np

x2(k)
其中 Np 为滤波器的长度。

最优阈值法去噪步骤如下：

（1）对含噪信号进行 j层小波分解，得到小波分

解的近似部分 an 和细节部分 d；

（2）保持近似部分不变，对各个细节部分 d1 、

d2 … dn 按式（5）进行阈值量化处理，各尺度的调节

因子 μi 在（0,n）范围浮动，由于调节因子在10-2 数量

级浮动对预测误差Perr的影响较小，因此设定浮动

步长为0.01；

（3）对阈值量化后的信号利用Volterra混沌自

适应预测方法进行分析处理，预测的相对误差为

Perr，每一个Perr对应一组各分解尺度上的阈值 t1 、

t2 … tn ，选取Perr最小时所对应的阈值 t1 、t2 … tn 作

为最优阈值，其所对应的细节部分为 d1 、d2 … dn ，

对细节部分进行重构，重构后的各个尺度上的信号

为 d11 、d22 … dnn ；

（4）去噪后的信号为：s = d11 + d22 + ...dnn + an 。

22 仿真分析研究

实验信号为Lorenz方程产生的混沌信号，然后

叠加白噪声作为有噪声污染的信号进行分析。
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Lorenz方程
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（6）

选取参数的值为σ =10，r =28，b =8/3，用 4阶龙

格—库塔法进行迭代求值运算, 设定积分步长为

0.01，删除前6 000个暂态点，对其后2 000个稳态点

进行分析。在相空间重构基础上，选择尺度 J 小于

等于 m ，m 为嵌入维数，τ 为重构延迟。 m =5，τ =

10时，Lorenz系统的混沌特性可以很好地重构于相

空间中，因此取 J = 4 ，采用正交紧支集(Daubechies)

函数的改进小波函数 sym 8作为小波基函数对混沌

序列进行 4尺度分解，使用本文方法对每一尺度上

的信号进行阈值滤波，其中最小预测误差 Perr =

8.1513 × 10-4 所对应（5）式中的调节因子分别为

μ1 = 1.53 、μ2 = 0.97 、μ3 = 1.02 、μ4 = 1.04 。去噪后

的序列图如图 2所示，其中‘*’代表无噪信号，‘ - ’

代表去噪信号。

图 2 最优阈值方法去噪后的时间序列

分别使用广义阈值及其改进方法、阈值决策方

法和本文提出的最优阈值方法对信噪比为 8 dB的

混沌信号进行降噪处理，降噪后的信噪比 [6]和最小

均方误差 [6]如表1所示，可以看出经最优阈值方法处

理后的混沌信号信噪比最高，最小均方误差最小，表

明本文方法能够更加有效地滤除隐藏在混沌信号内

的噪声，提高了信噪比，减小了误差，更加适合工程

需要。

表 1 去噪后信号的信噪比及最小均方误差

阈值

广义阈值

改进阈值

决策阈值

优化阈值法

MSE

6.764 9

5.926 1

4.043 5

3.253 1

SNR (dB)

16.210 7

16.580 4

17.546 4

18.303 2

为进一步检验本文方法的去噪效果，基于产生

于低维动力学系统的混沌信号关联维数相对较小，

而产生高维系统的噪声的关联维数相对较大、且关

联维数较小的其对应的关联维曲线斜率较小这一思

想 [10]，计算利用本文方法和阈值决策方法去噪后的

混沌序列关联维数的大小来比较两者的去噪效果。

选择重构延迟时间为 4，嵌入维数为 5，去噪后序列

的 lnC(r)/ ln(r)图如图 3所示，‘-’表示利用本文方法

去噪后混沌序列的 lnC(r)/ ln(r) 曲线；‘—’表示利用

阈值决策方法去噪后混沌序列 lnC(r)/ ln(r)曲线。由

局部扩大曲线图可以看出由本文方法去噪后的混沌

序列关联维曲线斜率相对较小，进一步证明了最优

阈值方法的有效性。

Volterra小波变换最优阈值的混沌去噪方法

(a) InC(r)/In(r)曲线图 (b) 局部放大图

图 3 去噪序列的 InC(r)/In(r)曲线图

33 结 语

本文基于小波多分辨分析原理，针对小波去噪

中最优阈值难以确定的问题，将Volterra级数理论和

小波理论结合起来，利用混沌时间序列Volterra自适

应预测和混沌信号信噪比大小的关系，对小波信号

各个尺度的最优阈值大小确定，克服了以往小波去

噪阈值选择的盲目性，实验仿真结果表明该方法能

够有效地去除信号中噪声，并保留序列的混沌特性。
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