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拉索非线性随机振动的最优有界半连续控制
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摘 要：研究斜拉索非线性随机振动的最优有界半连续控制。建立受控拉索的横向非线性运动方程，运用伽辽金

法推导多模态耦合的振动方程；考虑控制力的有界性，建立多自由度非线性索系统的随机最优控制问题方程，应用随

机平均法、动态规划原理与变分原理确定HJB方程并得到最优有界半连续控制律，最后通过数值结果说明该最优控制

对于斜拉索非线性随机振动能够达到较好的实际控制效果。
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AbstractAbstract : The optimal bounded semi- continuous control of nonlinear random vibration of an inclined taut cable is

studied. The nonlinear equation for transverse motion of the cable with control and excitation is derived and then converted

into the vibration equations with multi-modal coupling by using Galerkin method. Considering the limitation of the control

force, the equation for the random optimal control of the nonlinear cable system with multi-degree-of-freedom is established.

Then, the HJB equation is determined, and the optimal bounded semi- continuous control law is obtained based on the

random averaging method, dynamical programming principle and variational principle. Numerical results show that the

proposed control method has good effect for the nonlinear random vibration control of the cables.
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拉索是斜拉桥、大跨度索支撑结构等的重要构

件 [1]，但因抗弯和抗压刚度低而易于受环境激励产

生大幅振动，需要进行振动控制研究。拉索确定性

振动的主动和半主动控制已有一定研究 [2―5]。然而，

环境激励如风力、基础运动等通常具有随机性，斜拉

索随机振动的最优控制研究相对缺乏 [6]。而且，拉

索随机振动的不确定性可能导致很大幅度运动，但
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实际主动和半主动控制器的控制力大小都有一定限

制 [7]，因此无法产生相应大的反馈控制力，从而退化

按无界设计的控制效果，考虑控制力有界性的斜拉

索非线性随机振动的最优控制研究尚有待于发展。

随机动态规划原理是确定系统非线性随机振动

最优控制的一个基本理论，它将最优控制设计转化

为求解动态规划(HJB)方程，应用变分原理可确定有

界约束的最优控制 [8]。bang-bang控制是一个常用

的有界控制，但因系统响应的随机性而导致相应控

制的不连续性，将产生受控系统的颤振，严重退化控

制效果 [9]。本文建立受控斜拉索的横向非线性运动

方程，运用伽辽金法推导多模态耦合的振动方程；然

后考虑系统激励的随机性与控制力的有界性，先后
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应用随机平均法、动态规划方法与变分法确定最优有

界半连续控制律；最后通过数值结果说明控制效果。

11 受控斜拉索的非线性振动方程

考虑张紧的弹性斜拉索 [5]，在铅直平面内横向

激励与控制力作用下，其横向运动方程为 [1]

mv̈ + cv v̇ =(T +EAε)∂2v
∂s2 + dTds ∂v∂s +

  EAεd2n
ds2 + fv

(1)

式中 v是横向位移，s是曲线坐标，m是单位长度质

量，cv是阻尼系数，T是静张力，EA是拉伸刚度，e是

非线性动应变 [4]，n是单位法向矢量，fv包含横向激励

和控制力。设索两端固定，则边界条件为 s =0，L(索

长)时，v =0。利用非线性应变与张力表达式、静平

衡关系，并作无量纲化，式(1)成为

ẅ + cẇ -{k1 - k2 z + ∫01[k3w + k5(∂w∂z )2]dz}∙∂
2w
∂z2 +

  k2
∂w∂z + ∫01[k4w + 12 k3(∂w∂z )2]dz = f

(2)

相应边界条件为 z =0，1时，w =0，其中无量纲

位移w =v/L，坐标z =s /L，斜拉索的倾斜角为a，水平

静张力为Tx，c =cv /m，f=fv /(mL)

k1 = Tx

mL2 sinα + k22 ，k2 = g cosα
L sin2α

k3 = EAg
TxL

，k4 = EA
m

(mg
Tx

)2 ，k5 = EA
2mL2 (3)

将无量纲位移展成

w(z, t) =∑
k = 1

n

qk(t)sin kπz (4)

它满足索两端边界条件，其中 q k为模态位移。

考虑到索的模态振动幅值随模态阶次升高而迅速降

低，保留到前3阶模态。将式(4)代入(2)，运用伽辽金

法，可得索的模态振动方程
q̈1 + c1q̇1 +[π2(k1 + 12 k2) + 8

π2 k4]q1 + 409 k2q2 +
8

3π2 k4q3 + 3πk3q
2
1 + 2π3 k3q1q3 + 4πk3q

2
2 + 9πk3q

2
3 +

π4

2 k5(q2
1 + 4q2

2 + 9q2
3)q1 = 4π ξ + 2u sin πzc

(5)

q̈2 + c2 q̇2 + 4π2(k1 + 12 k2)q2 + 409 k2q1 +
 31225 k2q3 + 8πk3q1q2 + 83πk3q2q3 + 2π4k5∙
  (q2

1 + 4q2
2 + 9q2

3)q2 = 2u sin 2πzc
(6)

q̈3 + c3q̇3 +[9π2(k1 + 12 k2) + 8
9π2 k4]q3 +

 31225 k2q2 + 8
3π2 k4q1 + π3 k3q

2
1 + 4π3 k3q

2
2 +

18πk3q1q3 + 9πk3q
2
3 + 9π4

2 k5(q2
1 + 4q2

2 +
9q2

3)q1 = 43π ξ + 2u sin 3πzc

(7)

式中 ci =2ziwi，zi是阻尼比，ωi = iπ k1 + k2 /2 ，zc是控

制力u的位置坐标，x是随机激励，设为高斯白噪声。

22 最优有界半连续控制力

将式(5)—(7)表示成 Itô微分的状态方程

dqi = ∂H∂pi dt
dpi =(-∂H∂qi - ci

∂H∂pi + ui)dt +σikdBk(t) (8)

式中 H =(p2
1 + p2

2 + p2
3)/2 +U(q1,q2,q3)，pi是广义动量，U

是广义势，Bk是单位Wiener过程，σikσjk = 2Dkδij ，Dk

是激励强度，dij=1 (i=j)，ui是相应于qi的广义控制，具

有一定的界限

||ui ≤ bi (9)

式中 bi是正常数。应用随机平均法于式(8)，得到平

均系统方程

dH =[m͂(H) + < ui pi > ]dt + σ͂(H)dB(t) (10)

式中< · >是平均算符，m͂ 是漂移系数，σ͂ 是扩散系

数。系统(10)最优控制的性能指标表示为

J(ui) =E[∫0tf{g(H) + < uTRu >}dt] (11)

式中 E [ · ]是期望算符，tf 是控制的终时，R =diag

[R1，R2，R3]，u =[u1，u2，u3]T，g(H)³ 0。根据随机动态

规划原理，建立系统(10)和指标(11)的平稳HJB方程

min
ui

{σ͂2
2 dλdH +(m͂ + < ui pi > )λ + g +

  < uTRu >}= 0
(12)

式中 l是H的函数。式(12)与(9)组成具有控制约束的

动态规划问题，根据变分原理，可得最优控制律

u*
i = ìí

î

-λpi /(2Ri)   ||λpi /(2Ri) ≤ bi
-bi sgn(λpi)  ||λpi /(2Ri) ≥ bi

(13)

该控制具有界限b i，在界内具有连续函数形式，

因此是一种有界半连续型的最优控制。其连续性优

于非连续的bang-bang控制，从而可减轻非连续控制

产生的颤振效应。将式(13)代入(12)求解之得到 l，

代回(13)即得非线性索系统的最优有界半连续控

制。应用随机平均法可计算系统(8)控制前后的响

应。

33 数值结果

考虑某受控斜拉索，具有参数 L=130.0 m，a =

0.984 rad，A=60.0 cm2，m =60.0 kg/m，z i=0.002，E=

180 GPa，Tx=4 000 sina kN，D1=D2=D3=0.03，zc =0.9，

b i=2.2，R i=4.0 sini pzc，g =2 H 2。按照式(13)确定最

优有界控制，计算受控索的均方位移，同时计算未控

索的均方位移，得到相对降低值，并计算它与均方控
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制之比，用以说明控制效率。作为比较，给出 bang-

bang控制均方位移的相对降低值，及其与均方控制

之比。数值结果如图 1、2所示，最优有界半连续控

制的位移相对降低值随控制界限而提高(b =2.5时约

为88 %)，其值略小于bang-bang控制(b =2时两者之

差约为 0.02)，但差距随控制界限提高而缩小，其控

制效率则高于 bang-bang控制。图 3、4展示的样本

表明最优有界半连续控制力的连续性远优于 bang-

bang控制力，从而能较大程度地减轻后者产生的颤

振效应，改善实际控制效果。

图 1 均方位移的相对降低值(b=b i)

图 2 位移相对降低值与控制力之比(b=b i)

图 3 最优有界控制力样本

图 4 Bang-bang控制力样本

44 结 语

综合应用随机平均法、动态规划原理与变分原

理研究了考虑控制力有界性的斜拉索非线性随机振

动的最优控制问题。建立了受控斜拉索多模态耦合

的横向非线性振动方程，应用随机平均法得到平均

方程，应用动态规划方法建立HJB方程，应用变分法

得到了非线性随机索系统的最优有界控制律。该非

线性随机振动的最优有界半连续控制具有较高的效

率与连续性，更切合实际控制器情况，数值结果表明

能达到较好的实际控制效果。
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