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一般尺度法的振动疲劳强化系数分析
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摘 要：在Dirlik模型的基础之上，结合一般尺度法（General scaling law）提出适用于平稳宽带随机过程的疲劳强化

系数模型。一般尺度法认为结构在原始载荷和强化后载荷下的应力响应功率谱各阶谱矩成简单的线性关系；与Dirlik

宽带疲劳损伤模型结合，便得到适用于平稳宽带随机过程的疲劳强化系数模型。为了验证模型的有效性，分别在原始

加速度功率谱和经一般尺度法强化后的加速度功率谱载荷下；对悬臂梁采用雨流计数(Rainflow counting)和Miner损伤

准则进行疲劳寿命预测，得到它们的疲劳强化系数，并与疲劳强化系数模型得到的疲劳强化系数进行对比。结果表

明：提出的疲劳强化系数模型精度为99.7 %，由此可验证疲劳强化系数模型的有效性。
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AbstractAbstract :: Based on Dirlik model and combining with the general scaling law, this paper proposes a new model for

analyzing the fatigue strength coefficient, which is suitable to the stationary wide- band random vibration loading. The

general scaling law considers that the spectral moments of different orders of the stress- response power- spectra of the

structure under original loading and strengthened loading have a simple linear relationship. Combination of the spectral

moments with the Dirlik wide-band fatigue damage model can lead to the model of the fatigue strength coefficient for the

stationary wide-band random vibration loading. To verify the effectiveness of this model, the rainflow counting method and

Miner damage criterion are used to predict the fatigue lifespan of a cantilever beam under the original acceleration power-

spectral loads. And the result of the fatigue strength coefficient is compared with that calculated by the current model under

the present acceleration power-spectral loads strengthened by general scaling law. It is shown that the accuracy rate of the

current model of fatigue strength coefficient proposed here can reach 99.7 % . Thus, the effectiveness of this model is

validated.
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疲劳失效是指零件在经历一定循环加载之后，
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产生裂纹并最终失效（断裂）[1]。在产品设计阶段，

对产品进行耐久性分析主要采用有限元法 [2，3]；在产

品检验阶段，耐久性分析主要通过振动试验台试

验 [4]。目前很多零件的疲劳寿命都超过10 7次循环，

称之为超高周疲劳零件 [5]。对于这类零件，采用传

统的疲劳试验方法是很耗时的。因此，寻求一种强

化疲劳试验方法来缩短试验时间是非常必要的。

目前，国内对于振动疲劳强化试验中的关键技
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术—疲劳强化系数模型研究较少。国外只有Allegri

研究了适用于平稳窄带随机过程的疲劳强化系数模

型 [6]。Allegri对平稳窄带随机过程的疲劳强化系数

模型进行的推导存在两个明显问题，用随机应力响

应的均方根值代替S-N曲线中的应力值，用应力响

应正穿越 0 点的次数代替单位时间的应力循环次

数。以上两点对于平稳窄带随机过程可以很好解

释，在平稳窄带随机过程中可认为应力循环的次数

等于应力响应正穿越 0点的次数；应力峰值分布只

与功率谱密度的0阶谱矩有关。对平稳宽带随机过

程而言，Dirlik提出的应力幅值概率密度模型与功率

谱密度的0、1、2和4阶谱矩都有关，而且单位时间内

应力循环正穿越0点的次数小于应力循环的次数。

一般尺度法 [6]认为结构在原始载荷下的应力功

率谱和强化载荷后的应力功率谱具有相同的谱形状

和频率范围，而且使得它们所对应的谱矩具有相同

比例关系。由于Dirlik疲劳损伤模型只与0、1、2和4

阶谱矩有关，所以结合一般尺度法与Dirlik疲劳损

伤模型就可以得到强化载荷前后疲劳寿命之间的强

化关系——宽带随机过程下的疲劳强化系数模型。

为了验证疲劳强化系数模型的有效性，需要对

悬臂梁分别在原始加速度功率谱和经一般尺度法强

化后的加速度功率谱载荷下进行疲劳寿命预测，得

到它们的疲劳强化系数。目前对随机振动载荷下结

构的疲劳寿命预测已经产生了很多不同的方法。结

合雨流计数法 [7]（Rainflow counting）和 Palmgren-

Miner [8]线性累计损伤准则的时域疲劳寿命预测方

法凭借其完善的理论基础 [9-10]和较好的预测结果[11-12]

已经被普遍接受。

本文首先通过有限元分析获得悬臂梁危险点在

两种不同载荷下的应力功率谱；接着采用三角级数

法对两种不同载荷下应力功率谱进行时域模拟；然

后采用雨流计数法（Rainflow counting）和Good-man[13]

平均应力修正模型，并结合 Palmgren-Miner线性累

计损伤准则分别对两种不同载荷下的悬臂梁进行了

疲劳寿命预测，得到它们的疲劳强化系数；最后将根

据本文提出的疲劳强化系数模型得到的疲劳强化系

数和经雨流计数得到的疲劳强化系数进行对比。结

果表明：本文提出的平稳宽带随机过程疲劳强化系

数模型精度为 99.7 %，验证了疲劳强化系数模型的

有效性。

11 基于一般尺度法的疲劳强化系数模

型

为了计算疲劳强化系数，本文首先采用一般尺

度法对载荷的加速度功率谱密度进行强化，得到强

化之后载荷的加速度功率谱密度与原始载荷的加速

度功率谱密度之间的关系，结合有限元理论得到强

化载荷下应力响应的功率谱密度与原始载荷下应力

响应的功率谱密度之间的关系，计算应力响应谱谱

矩之间的关系，最后结合以Dirlik幅值概率密度模

型为基础的Dirlik疲劳损伤模型得到强化载荷之后

的疲劳寿命和原始载荷下的疲劳寿命之间的关系—

疲劳强化系数模型。基本思路如图1所示。

图 1 疲劳强化系数模型推导过程

11..11 基本假设

为了得到一个推导相对一致的疲劳损伤，有必

要做出一些假设：

(1) 材料是线弹性的；

(2) 不存在非线性（只有小应力出现）；

(3) 随机信号是零均值的稳态高斯分布；

(4) 等效应力也满足 S -N曲线。

11..22 一般尺度法

将实际条件下的加速度功率谱密度进行简单的

线性放大得到试验室条件下的加速度功率谱密度，

两者频率范围和形状相同，只是对应频率处幅值进

行了相同比例的放大。两者关系如式（1）所示

Gsa( f ) =KsrGra( f ) （1）

式中 Gsa 表示试验室条件下的加速度功率谱密

度，Gra 表示实际条件下的加速度功率谱密度，Ksr 表

示线性放大系数。

材料承受循环应力是结构产生疲劳失效的重要

原因，这些应力必然的带来一定损伤，当损伤达到一

定程度就会产生断裂破坏（失效）。因此，必须将外

加载荷的加速度功率谱密度转换成应力功率谱密

度。

结合有限元基本理论可以推导出结构中每个单

元的应力功率谱密度 [6]

G
(e)
s ( f ) =D(e)(x,y,z)U( f )Ga( f )G T （2）

式中 上标 (e) 表示结构中的任意单元，Gs 表示

应力功率谱密度矩阵，D表示结构的材料和形函数

矩阵，U 表示结构响应矩阵相关的函数，G 表示节

点力与节点速度之间的转化矩阵，Ga 表示加速度功

48
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率谱密度矩阵。

要推导试验条件下的应力功率谱和实际条件下

的应力谱之间的关系，还需要做如下假设：

(1) 试验测试的结构和实际条件是严格一致的；

(2) 试验条件下的约束和实际条件是严格一致的；

在上述假设情况下，联合式（1）和式（2）得到

Gss( f ) =KsrGrs( f ) （3）

式中 Gss 表示试验条件下的应力功率谱密度，

Grs 表示实际条件下的应力功率谱密度。

定义单侧功率谱密度的谱矩为

Mj = ∫
0

∞
f

j
G( f )df （4）

联立式（3）和式（4）可以得到

Mj,s =KsrMj,r （5）

由上式可知，经过一般尺度法的强化之后，试验

条件下的谱矩和实际条件下的对应谱矩也成简单的

线性关系。

11..33 Dirlik幅值分布模型

Dirlik通过Monte Carlo技术时域模拟，将宽带

平稳随机振动的幅值概率密度由一个指数分布和两

个瑞利（Rayleigh）分布的近似 [14]

fSa(Sa) = D1
2 M0Q

e
- Z
Q
Sa +

D2Z

2 M0 R
2 e

-Z2
2R2 + D3Z

2 M0
e
-Z2
2

（6）

式中 D1 = 2(χm - γ2)
1 + γ2

D2 = 1 - γ -D1 +D2
11 -R

D3 = 1 -D1 -D2

Z = Sa

2 M0

Q = 1.25(γ -D3 -D2R)
D1

R = γ - χm -D2
1

1 - γ -D1 +D2
1

γ = M2
M0M4

χm = M1
M0

M2
M4

上述Dirlik幅值概率分布模型看似复杂，其实

只有四个基本参数即谱矩 M0 、M1 、M2 和 M4 。

11..44 Dirlik疲劳损伤模型

宽带随机分布的损伤模型为

DWB, Dirlik = E[P]τ
C ∫0∞Sm

a fSa(Sa)dSa （7）

Dirlik疲劳损伤模型为

D = E[P]
C

αm

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

D1Q
mΓ(1 +m) +

( )2 mΓæ
è

ö
ø

1 + m2 ( )D2 ||R m +D3
（8）

式中，C 和 m为材料参数，α = 2σs ，峰值穿越

率 E[P] = M4
M2

。

11..55 基于一般尺度法的疲劳强化系数

通过式（5）我们可以知道，式（8）中 D1 、D2 、

D3 、Q、R 和 E(P)都不会因为对应力功率谱进行放

大而放大。因此，可以简单的得到实际条件下损伤

和试验条件下损伤之间的关系为

Ds

Dr

= æ
è
ç

ö
ø
÷

αs

αr

m

= æ
è
ç

ö
ø
÷

σss

σrs

m

（9）

应 力 的 均 方 根 值（RMS）定 义 为 σs = M0

（10）

又由式（6）谱矩之间的关系得到

Ds

Dr

= æ
è
ç

ö
ø
÷

M0,s
M0,r

m2 = ( )Ksr

m2 （11）

疲劳寿命和损伤之间的倒数关系表示为

T = 1
D

（12）

因此可以得到疲劳强化系数模型为

Ts

Tr

= æ
è
ç

ö
ø
÷

1
Ksr

m2 = æ
è
ç

ö
ø
÷

Grs

Gss

m2 = æ
è
ç

ö
ø
÷

Gra

Gsa

m2
（13）

从式（13）中可以看出，本文提出的疲劳强化系

数模型只与加速度功率谱线性放大系数以及材料参

数m有关。

22 模型验证

为了验证本文提出的宽带随机过程疲劳损伤模

型的有效性，首先通过有限元分析获得悬臂梁危险

点在两种不同载荷下的应力功率谱。接着采用三角

级数法对两种不同载荷下应力功率谱进行时域模

拟。然后采用雨流计数法（Rainflow counting）和

Good- man 平均应力修正模型，并结合 Palmgren-

Miner线性累计损伤准则对两种不同载荷下的悬臂

梁进行疲劳寿命预测，得到它们的疲劳强化系数。

最后将经过本文的疲劳强化系数模型得到的疲劳强

化系数和经雨流计数方法得到的疲劳强化系数进行

对比验证。基本思路如图2所示。

22..11 问题描述

结构尺寸如图3所示的悬臂梁承受来自基座的

随机振动，左端固定约束，材料为45钢，右圆孔直径

4.1 mm，配重 m = 2 kg ，梁厚度为 1 mm，材料参数

一般尺度法的振动疲劳强化系数分析 49
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m = -10.635 6，左端圆孔为激励加载点，载荷方向垂

直纸面向上。加载载荷为一恒幅加速度功率谱，频

率范围 0~200 Hz。其中原始加速度功率谱幅值为

10 m2 s3 ，强化加速度功率谱幅值为20 m2 s3 。

图 3 悬臂梁结构示意图（mm）

2.2 振动疲劳分析

首先对悬臂梁进行模态分析，得到其前 6阶固

有频率分别为 2.88 Hz、14.49 Hz、149.23 Hz、1 027.6

Hz、1 057.7 Hz、1 798.4 Hz，随机振动载荷（频率为

1～200 Hz）会引起结构共振，采用雨流计数法

（Rainflow counting）和 Good-man 平均应力修正模

型，并结合 Palmgren-Miner线性累计损伤准则对两

种不同载荷进行了疲劳寿命预测。

22..22..11 确定危险点的应力谱

通过有限元分析可以确定危险部位的位置，并

得到危险部位的应力响应功率谱图。如图 4-1和图

4-2所示，分别为原始载荷的应力功率谱图和强化载

荷的应力功率谱图。

22..22..22 应力谱时域模拟

三角级数法也称谐波叠加法，是一种成熟的时

域模拟方法，适用于各种谱形随机过程的时域模拟，

基本思想是采用离散谱逼近目标随机过程的模

拟 [15，16]。简谐振动的幅值由随机振动的过程下的均

方根值确定，频率取自功率谱密度的频率点，初相位

服从0～2π的均匀分布。不断调整初相位，得到一组

不同的子样本，计算每个子样本随机过程的不规则

因子 [1]均值为0.206 6，属于典型的宽带随机过程。

图 2 疲劳强化系数模型验证过程

图 4-1 原始载荷下的应力功率谱图 图 4-2 强化载荷下的应力功率谱图

图 5-1 原始载荷下的应力雨流计数 图 5-2 载荷强化后的应力雨流计数

50
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22..22..33 雨流计数

将不规则的随机的载荷-时间历程，转化成为一

系列循环的方法，称为“循环计数法”。本文采用简

单实用且与变幅循环载荷下的应力-应变响应一致

的雨流计数法。雨流计数结果如图 5-1和图 5-2所

示。

22..22..44 平均应力修正

平均应力大于零表示拉伸平均应力，S-N曲线

下移，表示同样应力幅值作用下的寿命下降，或者说

在同样寿命下的疲劳强度降低，对疲劳有不利的影

响。平均应力小于零，S-N曲线上移，表示同样应力

幅值作用下的寿命增大，或者说在同样寿命下的疲

劳强度提高，压缩平均应力对疲劳的影响是有利

的。因此，必须对经雨流计数的应力循环进行

Good-man平均应力修正。

22..22..55 损伤计算及寿命预测

经过Good-man平均应力修正模型修正后的应

力循环，结合 Palmgren-Miner线性累计损伤准则得

到 原 始 载 荷 下 悬 臂 梁 的 疲 劳 寿 命 为

2.197 3 × 1010 min ，强化之后载荷下的疲劳寿命为

5.492 6 × 108 min 。悬臂梁的疲劳寿命强化 40.005

倍。

22..33 模型验证

将原始载荷的加速度功率谱和经一般尺度法强

化的加速度功率谱幅值代入式（13）得到

Ts

Tr

= æ
è
ç

ö
ø
÷

Grs

Gss

m2 = æ
è

ö
ø

1020
æ
è

ö
ø

-10.63562 = 39.885 7 （14）

因此，经本文提出的宽带随机振动疲劳强化系

数模型计算得到的疲劳强化系数为 39.885 7倍，而

经雨流计数和Miner损伤准则进行疲劳寿命预测得

到的强化系数 40.005倍。模型验证表明：本文提出

的适用于宽带随机过程的疲劳强化系数模型精度为

99.7 %，验证了模型的有效性。

33 结 语

采用本文提出的适用于宽带随机过程的疲劳强

化系数模型进行有关宽带随机过程的加速疲劳试

验，只需在知道材料参数m的前提下按照一般尺度

法将原始加速度功率谱按照同等比例进行放大作为

强化后的加速度功率谱载荷进行疲劳试验。然后结

合本文提出的疲劳强化系数模型就可以得到结构在

正常载荷下的疲劳寿命。

（1）从模型验证的结果来看，该疲劳强化模型

能较好的预测载荷强化之后的疲劳寿命；

（2）疲劳强化系数只与材料的S-N曲线在双对

数直线图中的斜率有关；

（3）该疲劳强化系数模型是基于Dirlik模型推

导出来的，所以也只适用于平稳高斯信号，并不适合

非高斯信号。
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